Ăďáćňľđ ĽŸńđŽęĺăąéď ČĲŻęčâďàď ŔŸďĲğăľńđčăŸąâł ğŸĺŸŻæľĲăł Őăąęďęčăąæ ŔŸďĲğăľńãčăę Ă§đďéď ŠčãčŸ ŚńŸńăľńăąãł

Ŕâńĺęł ČĲććŸğæĺńŸł

ŐąńéŹĺăęł 1999

ŔĺæćęŽęł

Ăňńæ ńę ńĲçőęł âőĲă ľąęğæ ďŸ Źęđ§ãľĲă ńęňł ŋęăńđńâł ğęň ğŸĺŸąęćęň§ęçď ńŸ čŸ§ãčŸńá čęň. Šę ğĲĺăĲőæčĲďæ ńęň, Ÿŋęĺá ęĺăľčâďĲł čæďę ğńňőâł ńđł ĞĲàĺåŸł ńàď ąŸńđŽęĺăąéď ŻĲŻęčâďàď, ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă âńľă éľńĲ ďŸ ŸğęńĲćęçď Ÿğćá âďŸ Źęã§đčŸ ąŸă æőă ęćęąćđĺàčâďđ ğŸĺęňľåŸľđ ńęň §âčŸńęł. Ďćğåİà æńă ŻĲď §Ÿ ğŸĺĲěđŽđ§Ĳå ę ľąęğæł ńęň ąŸă æńă ęă ŋęăńđńâł ŻĲď §Ÿ ğĲĺăęĺăľńęçď ŽăŸ ńđď ąŸńáĺńđľã ńęňł, ľńđď ŸďáŽďàľđ Ÿňńęç ąŸă čæďę ńęň ńĲçőęňł.

Ğâćà ďŸ ĲňőŸĺăľńãľà ńęňł ŋęăńđńâł, ğęň čĲ ńăł ąĺåľĲăł ąŸă ğŸĺŸńđĺãľĲăł ńęňł, čĲ Źęã- §đľŸď ďŸ Żéľà ľńę čá§đčŸ Ÿňńã ńđ čęĺŋã. ĎăŻăąá, ęă ŋęăńđńâł ŃŸĺåŸ ĽŸńľăąŸŹâćđ ąŸă Ńăőáćđł ŁăďŸĺŻáąđł, ŻăáŹŸľŸď čĲŽáćę čâĺęł ńàď ąĲăčâďàď čĲńá ńđď ğĺéńđ ŻŸąńňćęŽĺáŋđľđ ąŸă âąŸďŸď ğęććâł őĺãľăčĲł ğŸĺŸńđĺãľĲăł ąŸă ňğęŻĲåěĲăł.

\ŞğĲç§ňďđ" ŽăŸ ńđď ŽĺãŽęĺđ ąŸă ĲğăčĲćđčâďđ ŻŸąńňćęŽĺáŋđľđ ĲåďŸă đ Ŕæćň Śáĺĺęň, ńđď ęğęåŸ ąŸă ĲňőŸĺăľńé ğęćç.

Ŕâńĺęł ČĲććŸğæĺńŸł

1 ĎăľŸŽàŽã 4 1.1 Šçğęă ČĲŻęčâďàď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4 1.1.1 ŚőæćăŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 5 1.2 ŃęďńâćŸ / ĎğŸďáćđŕđ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 5 1.3 ĂďŸŋęĺâł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6

2 ČăŸąĺăńá ČĲŻęčâďŸ 7 2.1 ŐŘŐŁŐĆĹĂ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7 2.1.1 ČĲŻęčâďŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7 2.1.2 ŔåďŸąĲł ľňďŸŋĲåŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8 2.2 ČăŸąĺăńâł ąŸńŸďęčâł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9 2.2.1 ĽŸńŸďęčã Bernoulli : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9 2.2.2 Čăàďňčăąã ąŸńŸďęčã : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10 2.2.3 ĆĲďăąĲňčâďđ ąŸńŸďęčã Bernoulli : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10 2.2.4 Ŕęćňàďňčăąã ąŸńŸďęčã : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10 2.2.5 ĽŸńŸďęčã Poisson : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11 2.3 ŚőãčŸńŸ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł ŽăŸ ğåďŸąŸ I × J : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11 2.3.1 Ŕęćňàďňčăąã ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11 2.3.2 ČĲăŽčŸńęćđŕåŸ čĲ ŽăďæčĲďę ğęćňàďňčăąéď : : : : : : : : : : : : : : : 12 2.3.3 ĆăďæčĲďę Poisson : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12 2.3.4 ŚőæćăŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12 2.4 ĎąńăčãńĺăĲł čĲŽåľńđł ğă§ŸďęŋáďĲăŸł (ĎŃŔ) : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13 2.4.1 ĎŃŔ - ĲğŸďáćđŕđ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13 2.4.2 ŔŸĺáŻĲăŽčŸ: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13 2.5 Pearson X^2 - ľńŸńăľńăąæ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14 2.6 ĎćĲŽőęł ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14 2.6.1 ŔŸĺáŻĲăŽčŸ: Deviance ŽăŸ ğęćňàďňčăąã ğă§ŸďęŋáďĲăŸ : : : : : : : : : 16 2.6.2 ìĎćĲŽőęł ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď ŽăŸ ŻĲŻęčâďŸ Poisson : : : : : : : : 16 2.6.3 Śőâľđ čĲńŸěç ĲćâŽőęň ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď ąŸă Pearson’s X^2. : : : 17 2.6.4 ŔĲĺåćđŕđ ľőđčáńàď ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18 2.6.5 ŚçŽąĺăľđ ĲŽąćàŹăľčâďàď (nested) čęďńâćàď čĲ őĺãľđ ĲćâŽőęň ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19

2.7 Ńęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ŽăŸ ğęćňàďňčăąã ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ : : : : : : : : : : : : 20

3 Čăàďňčăąã ąŸńŸďęčã 21 3.1 ĎăľŸŽàŽã : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21 3.2 Ľåďđńĺę ŽăŸ ćęŽăľńăąã ğŸćăďŻĺæčđľđ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22 3.3 ĂďĲğåľđčđ ĲăľŸŽàŽã ľńŸ ŽĲďăąĲňčâďŸ ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ : : : : : : : : : : : : 23 3.3.1 ŚňďŸĺńãľĲăł ľňďŻâľčęň ŽăŸ Żňàďňčăąá ŻĲŻęčâďŸ : : : : : : : : : : : : 24 3.4 ĎĺčđďĲåŸ ńàď ľňďŸĺńãľĲàď ľňďŻâľčęň ŽăŸ Żăàďňčăąá ŻĲŻęčâďŸ : : : : : : : : 25 3.4.1 ŚőæćăŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27 3.5 ĎčğĲăĺăąæł ćęŽăľńăąæł čĲńŸľőđčŸńăľčæł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27 3.6 ŚňčğĲĺŸľčŸńęćęŽåŸ ŽăŸ ćęŽăľńăąã ğŸćăďŻĺæčđľđ : : : : : : : : : : : : : : : : 28 3.7 ĎŃŔ ŽăŸ ćęŽăľńăąã ğŸćăďŻĺæčđľđ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28 3.8 Šçğęă čęďńâćàď ćęŽăľńăąãł ğŸćăďŻĺæčăľđł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29 3.9 ŃęďńâćŸ ćęŽăľńăąãł ğŸćăďŻĺæčđľđł ŽăŸ ğåďŸąĲł 2 × I × J. : : : : : : : : : : 29 3.10 ŚőæćăŸ ŽăŸ ńđď ğĺęľŸĺčęŽã ńàď čęďńâćàď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30

4 ČĲŻęčâďŸ Poisson 31 4.1 Ńęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ŽăŸ ğåďŸąŸ I × J : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31 4.2 ŁęŽŸĺă§čăąá ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ (log-linear models) : : : : : : : : : : : : : : : 32 4.3 Śőâľđ čĲńŸěç čęďńâćàď ćęŽăľńăąãł ğŸćăďŻĺæčđľđł ąŸă ćęŽŸĺă§čăąá ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 34 4.4 ŚőæćăŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36

5 ĂľąãľĲăł 37 5.1 ŚńŸńăľńăąá ğŸąâńŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37 5.2 ĂľąãľĲăł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37 5.3 ĎĺŽŸľåŸ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 38

ŠŸ ńĲćĲňńŸåŸ 80 őĺæďăŸ đ ľńŸńăľńăąã čĲ§ęŻęćęŽåŸ ŽăŸ ńŸ ąŸńđŽęĺăąá ŻĲŻęčâďŸ, âőĲă ŸďŸğńňő§Ĳå čĲ ŽęĺŽęçł ĺň§čęçł ąŸă âőĲă ŋ§áľĲă ńŸ ĲğåğĲŻŸ ğĲĺăğćęąæńđńŸł ńđł čĲ§ęŻęćęŽåŸł ńàď ľňďĲőéď ŻĲŻęčâďàď. Ľçĺăęł ćæŽęł ĲåďŸă ę ŽĺãŽęĺęł ĺň§čæł Ÿďáğńňěđł ńàď ąęăďàďăąéď ąŸă ŹăęäŸńĺăąéď Ĳğăľńđčéď, čĲ ľňďĲğŸąæćęň§đ ńđď ŸďáŽąđ ŽăŸ ĲěĲćăŽčâďĲł čęĺŋâł ľńŸńăľńăąãł Ÿďáćňľđł.

Śńăł ąęăďàďăąâł ĲğăľńãčĲł, ęă ąŸńđŽęĺăąâł čĲńĺãľĲăł ĲåďŸă ŸğŸĺŸåńđńĲł ŽăŸ ńđď čâńĺđľđ ğęľæńđńŸł ã Žďéčđł ľĲ §âčŸńŸ ąŸă ŻđčęŽĺŸŋăąá őŸĺŸąńđĺăľńăąá æğàł ŋçćę, ŋňćã, ąęăďàďăąã ńáěđ. Śńăł ŹăęäŸńĺăąâł ĲğăľńãčĲł, ňğáĺőĲă ŸďáŽąđ ďŸ čĲńĺãľęňčĲ ğŸĺáŽęďńĲł æğàł ŻĺăčçńđńŸ ŸńňőãčŸńęł, ŹŸ§čæł Ÿďáĺĺàľđł Ÿğæ őĲăĺęňĺŽăąã ĲğâčŹŸľđ, ąŸńáľńŸľđ ĲğăŻđčåŸł.

ŚńŸńăľńăąá čęďńâćŸ ŸďńåľńęăőŸ Ÿňńéď ńàď ľňďĲőéď ŻĲŻęčâďàď (Ÿďáćňľđ ğŸćăďŻĺæčđľđł, Ÿďáćňľđ ŻăŸąçčŸďľđł ąŸă ľňďŻăŸąçčŸďľđł ą.ć.ğ.) âőęňď ŸďŸğńňő§Ĳå ŽăŸ ąŸńđŽęĺăąâł ŸğęąĺåľĲăł, ŽăŸ ďŸ ŸďńŸğĲěâć§ęňď ľńđď ŸďáŽąđ Ÿďáćňľđł ğęćňčĲńŸŹćđńéď ŻăŸąĺăńéď ğŸĺŸńđĺãľĲàď. ŚĲ Ÿňńæ ńę ńĲçőęł, ĲăŻăąã âčŋŸľđ ŻåďĲńŸă ľńŸ čęďńâćŸ ğęň ğĺęâĺőęďńŸă Ÿğæ ńŸ ŽĲďăąĲňčâďŸ ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ (ćęŽŸĺă§čăąá ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ, čęďńâćŸ ŽăŸ Żăàďňčăąá ŻĲŻęčâďŸ).

ĞŸ ěĲąăďãľęňčĲ ŻåďęďńŸł ńĺåŸ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ ŻĲŻęčâďàď, ğęň čğęĺęçď ďŸ ŸďŸćň§ęçď čĲ ńăł ńĲőďăąâł ğęň §Ÿ ŸďŸğńňő§ęçď ğŸĺŸąáńà ąŸă §Ÿ čŸł őĺđľăčĲçľęňď ľŸď ŸďŸŋęĺâł ľńđď ľňďâőĲăŸ:

1.1 Šçğęă ČĲŻęčâďàď

DATASET 1: ĆæďăčŸ ğęďńåąăŸ ŹáľĲă ŹăńŸčåďđł Ď:

Čæľđ (mg) Ăĺă§čæł ğęďńăąăéď Ăĺă§čæł Žæďăčàď

3.75 5 0 5.00 10 2 6.25 10 4 7.50 10 8 10.00 11 10 15.00 11 11

DATASET 2: ĂğęńâćĲľčŸ čĲńá Ÿğæ Ÿňńęąăďđńăľńăąæ ŸńçőđčŸ:

Ăĺőăąã ČĺăčçńđńŸ Ăğæąĺăľđ ńęň ŸńňőãčŸńęł ŐŢĹ ŇĂĹ

Čĺăčç 6 14 ŤĂŘŃĂĽŐ Ă Ńâńĺăę 5 0 ĎćŸŋĺç 4 1 Čĺăčç 1 6 ŤĂŘŃĂĽŐ Ą Ńâńĺăę 3 14 ĎćŸŋĺç 2 4

DATASET 3: ĂğęńâćĲľčŸ čĲńá Ÿğæ ńĺŸňčŸńăľčæ ąĲŋŸćăęç:

ĂŔŐĽŘĹŚĘ ŢĲăĺæńĲĺę ìĹŻăę ĽŸćçńĲĺę Ŕęćç ąŸćçńĲĺę Śçďęćę Ă 13 13 12 22 60 ŤĂŘŃĂĽŐ Ą 4 24 28 34 90 C 3 8 15 24 50 20 45 55 80 200

1.1.1 ŚőæćăŸ

DATASET 1: p_i = P_r (ğęďńåąă Žæďăčę | Čæľđ i ) Ďĺéńđľđ: Ŕęăá ĲåďŸă đ ŸďŸčĲďæčĲďđ ŽęďăčæńđńŸ ľńđď Żæľđ = ^d;

DATASET 2: p_{ij} = P_r (Ăďáĺĺàľđ | ŤáĺčŸąę i ąŸă Ÿĺőăąã ŻĺăčçńđńŸ j)

Ďĺéńđľđ: ĎåďŸă đ Ÿğæąĺăľđ ŸďĲěáĺńđńđ ńęň ŋŸĺčáąęň ąŸă /ã Ÿĺőăąãł ŻĺăčçńđńŸł; DATASET 3: ĎďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ŽăŸ ńę ğęăæ ŋáĺčŸąę ŻåďĲă ńđď \Źâćńăľńđ" Ÿğæąĺăľđ - Ÿććá ńéĺŸ đ ŻăŸąĺăńã Ÿğæąĺăľđ âőĲă 4 ĲğåğĲŻŸ. Ăď đ Ÿğæąĺăľđ ãńŸď ľňďĲőãł, ńæńĲ §Ÿ čğęĺęçľŸčĲ ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ Ăďáćňľđ ČăŸľğęĺáł !

1.2 ŃęďńâćŸ / ĎğŸďáćđŕđ

ŚńŸ ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ §ĲàĺãľŸčĲ ńđď

y = zŹ + Ĳ

y − n čęďęŻăáľńŸńĲł ŸğęąĺåľĲăł

z − n × p ğåďŸąŸł ľńŸ§Ĳĺéď (design matrix)

Ź − p × l ŻăáďňľčŸ ŔĂŘĂŃĎŠŘŮŇ.

Śńđď ŸğćęçľńĲĺã ńęňł čęĺŋã, ńŸ ľŋáćčŸńŸ ĲåďŸă: (i) ŸďĲěáĺńđńŸ (ii) ńŸňńęńăąá ąŸńŸďĲčđčâďŸ ľŸď N(0; ľ^2_i ) (iii) ŸďĲěáĺńđńŸ ńęň i, ŻđćŸŻã ľ^2_i = ľ^2

ìĎőęňčĲ ńăł ğŸĺŸąáńà ĲăŻăąâł ğĲĺăğńéľĲăł ŽĺŸččăąéď čęďńâćàď: Ÿ) ŔęććŸğćã ğŸćăďŻĺæčđľđ - ľňďĲőĲåł čĲńŸŹćđńâł Ź) Ăďáćňľđ ČăŸľğęĺáł - ğŸĺáŽęďńĲł (factors), ŻăŸąĺăńâł čĲńŸŹćđńâł Ž) Ăďáćňľđ ŚňŻăŸąçčŸďľđł - ľňďĲőĲåł ąŸă ŻăŸąĺăńâł čĲńŸŹćđńâł Ę ğŸĺŸąáńà ľńĺŸńđŽăąã ŽăŸ ńđď ĲğăćęŽã ąŸńáććđćęň čęďńâćęň §Ÿ őĺđľăčęğęăđ§Ĳå ąŸă ŽăŸ ńŸ ąŸńđŽęĺăąá ŻĲŻęčâďŸ:

Ă) \ĂďŸŽďàĺăľńăąã " ŸďĲğåľđčđ âĺĲňďŸ ńàď ŻĲŻęčâďàď ( exploratory data analysis ) B) ŔĺæńŸľđ čęďńâćęň Ć) ŔĺęľŸĺčęŽã čęďńâćęň Č) ŔĺęľŻăęĺăľčæł ĲğáĺąĲăŸł čęďńâćęň Ď) ŔĺęľŸĺčęŽã áććàď ğă§Ÿďéď čęďńâćàď ąŸă ĲğăćęŽã \ąŸćçńĲĺęň / ąŸćçńĲĺàď" Ě) \ĎĺčđďĲåŸ" ąŸćçńĲĺęň/ąŸćçńĲĺàď čęďńâćęň / čęďńâćàď. ŃĲ ńęď æĺę \ĲĺčđďĲåŸ" ĲďďęęçčĲ

• ŔŘŐĄŁĎŰĘ • ŔĎŘĹŁĘŰĘ ČĎČŐŃĎŇŮŇ • ĂŇĂĆŇŮŘĹŚĘ ĎŇČĹĂŤĎŘŐŇŠŮŇ ŚŢĎŚĎŮŇ • ŚŞŃŔĎŘĂŚŃĂŠŐŁŐĆĹĂ ĆĹĂ ŔĂŘĂŃĎŠŘŐŞŚ ŠŐŞ ŃŐŇŠĎŁŐŞ

1.3 ĂďŸŋęĺâł

- Agresti A, (1990), Categorical Data Analysis, John Wiley and Sons. - McCullagh and Nelder, (1989), Generalised Linear Models, Chapman and Hall. - Dobson A.J. (1983), An introduction to Statistical Modelling, Chapman and Hall.

2.1 ŐŘŐŁŐĆĹĂ

2.1.1 ČĲŻęčâďŸ

ĂğęąńęçčĲ ŻĲŻęčâďŸ Ÿğæ n ğĲăĺŸčŸńăąâł čęďáŻĲł æğęň ąá§Ĳ čęďáŻŸ ĲåďŸă ŻăáďňľčŸ k ńăčéď, ąŸă ęă ńăčâł ĲåďŸă ğĺŸŽčŸńęğęăãľĲăł ( realizations) k ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď (ń.č.). ĂććĲł čĲńŸŹćđńâł čğęĺęçď ďŸ ĲćĲŽő§ęçď Ĳďé áććĲł ĲåďŸă Ÿćđ§ăďâł ń.č.

ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ľńę DATASET 3 (ŸğęńâćĲľčŸ čĲńá Ÿğæ ńĺŸňčŸńăľčæ ľńę ąĲŋáćă), Ÿď ńŸ ŻĲŻęčâďŸ âőęňď ľňććĲő§Ĳå ľńđď ŻăáĺąĲăŸ ńęň őĺæďęň, ńæńĲ ńåğęńŸ ŻĲď âőĲă ľńŸ§Ĳĺęğęăđ- §Ĳå Ÿğę ńđď Ÿĺőã. ĎďŸććŸąńăąá, đ čĲćâńđ §Ÿ čğęĺęçľĲ ďŸ ľőĲŻăŸľńĲå éľńĲ ďŸ ľňććâěęňčĲ ŻĲŻęčâďŸ Ÿğæ âďŸ ğĺęąŸ§ęĺăľčâďę Ÿĺă§čæ Ÿľ§Ĳďéď (ğ.ő. n=200). ŃĲĺăąâł ŋęĺâł ŸğęŋŸľå- İęňčĲ ďŸ ąĺŸńãľęňčĲ ľńŸ§Ĳĺæ ńęď Ÿĺă§čæ ńàď Ÿď§ĺéğàď ğęň Żęąăčáİęňď ąáğęăę ŋáĺčŸąę, Żđć. ďŸ ąĺŸńãľęňčĲ ľńŸ§Ĳĺæ ńę á§ĺęăľčŸ ńàď ŽĺŸččéď (ŚňčŹŸńăąá, ęă ŽĺŸččâł ĲåďŸă ŸŽàŽâł, ęă ľńãćĲł ĲåďŸă ŸğęąĺåľĲăł). ŠâńęăĲł čĲćâńĲł ąŸćęçďńŸă ğĺęľŻęąéčĲďĲł čĲćâńĲł (Prospective studies).

ĞŸ čğęĺęçľŸčĲ Ÿďńå ğĺęľŻęąéčĲďđ, ďŸ ĲåőŸčĲ ľőĲŻăáľĲă ŸďŸŻĺęčăąã čĲćâńđ : ďŸ ąĺŸńãľęňčĲ ľńŸ§Ĳĺæ ńę á§ĺęăľčŸ ńàď ľńđćéď.

Őă čĲńŸŹćđńâł čğęĺęçď ďŸ čĲńĺđ§ęçď ľĲ ŻăáŋęĺĲł ąćåčŸąĲł:

1. ŚňďĲőĲåł.

2. ČăŸąĺăńâł : ŻňŸŻăąâł ã ŻăőęńæčĲł ( ğ.ő. 0/1 ã M/F).

3. ŔęćňąŸńđŽęĺăąâł.

Őă ğęćňąŸńđŽęĺăąâł čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă:

(i) ŐďęčŸľńăąâł (nominal), ğ.ő. ąæąąăďę, ğĺáľăďę, čŸçĺę

(ii) ŠŸąńăąâł (ordinal), ğ.ő. ĲćŸŋĺçł, čâńĺăęł, Żĺăčçł.

Őă ŻăŸąĺăńâł čĲńŸŹćđńâł ąŸćęçďńŸă ľňďã§àł ğŸĺáŽęďńĲł (factors). Őă ĲğăńĺĲğæčĲďĲł ńăčâł Ĳďæł ğŸĺáŽęďńŸ ąŸćęçďńŸă ĲğåğĲŻŸ (levels), ğ.ő. SEX ĲåďŸă ŻňŸŻăąæł ğŸĺáŽęďńŸł čĲ Żçę ĲğåğĲŻŸ.

2.1.2 ŔåďŸąĲł ľňďŸŋĲåŸł

ŔåďŸąŸł ľňďŸŋĲåŸł ĲåďŸă ğåďŸąŸł ľňőďęńãńàď: ęňľăŸľńăąá ĲąŋĺáİęňčĲ ŻăŸŋęĺĲńăąá âďŸ ğåďŸąŸ æğęň ęă ŽĺŸččâł ĲåďŸă ğĲĺăğńéľĲăł ąŸă ęă ľńãćĲł ğŸĺáŽęďńĲł.

ŔĹŇĂĽĂŚ Ă

ŔĎŘĹŔŠŮŚĎĹŚ SEX ĂĆŮĆĘ ĂŔŐĽŘĹŚĘ 1= MALE 1=ŤĂŘŃĂĽŐ 1 1=ĂŔŐŠŞŢĹĂ 2= FEMALE 2=ŤĂŘŃĂĽŐ 2 2=ĞĎŘĂŔĎĹĂ 1 1 1 2 2 1 1 1 3 2 2 2 4 1 2 2 5 1 1 2 . . . . . . . . n 1 2 1

ĎąŋĺáİĲńŸă ľŸď

ĂŔŐĽŘĹŚĘ SEX A Ğ ŤĂŘŃĂĽŐ 1 Ń n_{111} n_{211} F n_{112} n_{212} ŤĂŘŃĂĽŐ 2 Ń n_{121} n_{221} F n_{122} n_{222}

ČđćŸŻã ńŸ n_{ijk} , æğęň ĂŔŐĽŘĹŚĘ =i, ĂĆŮĆĘ =j, SEX =k, ŸďŸğŸĺăľńęçď ńŸ ŻĲŻęčâďŸ ńęň ŔĹŇĂĽĂ Ă.

Ę ŻăáľńŸľđ ńęň ğåďŸąŸ ăľęçńŸă čĲ ńęď Ÿĺă§čæ ńàď ğŸĺŸŽæďńàď ğęň ęĺåİęňď ńęď ğåďŸąŸ. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ńę DATASET 2 âőĲă ŻăáľńŸľđ 3, Ĳďé ńę DATASET 3 âőĲă ŻăáľńŸľđ 2.

Ăď x_i ĲåďŸă ğŸĺáŽęďńĲł čĲ L_i ĲğåğĲŻŸ, i = 1; . . . ; k, ńæńĲ ę Ÿďńåľńęăőęł k−ŻăáľńŸńęł ğåďŸąŸł âőĲă_k ∏ i=1 L_i ąĲććăá:

ğ.ő. DATASET 3: k = 3; L_1 = 2; L_2 = 2; L_3 = 3 ⇒ 12 ąĲććăá.

Ăď n ĲåďŸă ę ľňďęćăąæł Ÿĺă§čæł ğĲăĺŸčŸńăąéď čęďáŻàď ńæńĲ Ĳáď ńę k ĲåďŸă čĲŽáćę ąŸă ńę n ŻĲď ĲåďŸă ńæľę čĲŽáćę, ğęććá ąĲććăá ľńęď ğåďŸąŸ ğĲĺăâőęňď čđŻĲďăąâł ľňőďæńđńĲł, - ńâńęăęă ğåďŸąĲł ąŸćęçďńŸă ČăĲľğŸĺčâďęă (sparse). Śńđď ğĺáěđ, ğęćç ľğáďăŸ âőęňčĲ k > 5.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ ŻăŻăáľńŸńęň ğåďŸąŸ ľňďŸŋĲåŸł

n_{11} n_{12} . . . . . . n_{1J} n_{1+} n_{21} n_{22} . . . . . . n_{2J} n_{2+} . . . . . . . . . . . . n_{I1} n_{I2} . . . . . . n_{IJ} n_{I+} n_{+1} n_{+2} . . . . . . n_{+J} n_{++} = n

Ő ľňčŹęćăľčæł + ľňčŹęćåİĲă á§ĺęăľčŸ ńęň Ÿďńåľńęăőęň ŻĲåąńđ, ğ.ő.

n_{i+} = J∑ j=1 n_{ij} (ĂĞŘŐĹŚŃĂŠĂ ĆŘĂŃŃŮŇ), n = n_{++} = I∑ i=1 J∑ j=1 n_{ij} (ŐŁĹĽŐ ŚŞŇŐŁŐ).

ŠŸ Ÿ§ĺęåľčŸńŸ ŽĺŸččéď / ľńđćéď ęĺåİęňď ğåďŸąĲł ŻăáľńŸľđł 1 (one- way tables) ğęň ęďęčáİęďńŸă ğĲĺă§éĺăęă ľńęď ŻăŻăáľńŸńę ğåďŸąŸ.

ĆăŸ ńĺăľŻăáľńŸńęňł ąŸă čĲŽŸćçńĲĺęňł ğåďŸąĲł :

• Ę ğŸĺęňľåŸľđ ĲåďŸă ňğęąĲăčĲďăąæ §âčŸ

• ŔŸĺáŽęňď ğĲĺă§éĺăęňł ğåďŸąĲł ŻăáľńŸľđł k − 1, æğęň k đ ŻăáľńŸľđ ńęň Ÿĺőăąęç ğåďŸąŸ.

ČĲľčĲňčâďęă ğåďŸąĲł ŸğęąńęçďńŸă Ÿğæ ńęď Ÿĺőăąæ ğåďŸąŸ ã Ÿğæ ğĲĺă§éĺăę ğåďŸąŸ ąĺŸńéďńŸł ľńŸ§Ĳĺá ŻăáŋęĺŸ ĲğåğĲŻŸ ŻăŸŋęĺĲńăąéď ğŸĺŸŽæďńàď - čğęĺĲåńĲ ďŸ ńęňł ľąĲŋ§ĲåńĲ ľŸď \ŋâńĲł" ńęň Ÿĺőăąęç ğåďŸąŸ!

2.2 ČăŸąĺăńâł ąŸńŸďęčâł

2.2.1 ĽŸńŸďęčã Bernoulli

Ę Ţ ĲåďŸă ń.č. Bernoulli Ĳáď ąŸă čæďę Ĳáď

P_r(X = x) =

1 − p Ÿď x = 0 p Ÿď x = 1 0 Ÿććăéł

2.2.2 Čăàďňčăąã ąŸńŸďęčã

ìĎľńà X čăŸ ń.č ğęň ğĲĺăŽĺáŋĲă ńęď Ÿĺă§čæ ńàď \1" ğęň ŸğęąńęçďńŸă ľĲ n ŸďĲěáĺńđńĲł Żęąăčâł Bernoulli. ŠæńĲ

P_r (X = x) = ( n x ) p^x(1 − p)^{n−x}; x = 0; . . . ; n

ĆĺáŋęňčĲ X ∼ B(n; p).

2.2.3 ĆĲďăąĲňčâďđ ąŸńŸďęčã Bernoulli

ìĎľńà X âďŸł ğŸĺáŽęďńŸł ğęň ğŸåĺďĲă k ŻăŸąĲąĺăčâďĲł ńăčâł čĲ ğă§ŸďæńđńĲł p_1; p_2; . . . ; p_k,

æğęň k∑ i=1 p_i = 1: ìĎľńà T čăŸ ŻăŸďňľčŸńăąã ń.č. (k × 1) čĲ ŻĲăŽčŸńăąæ őéĺę 1 0 . . 0 ; 0 1 . . 0 ; . . . ; 0 0 . . 1 æğęň

P_r T = 1 0 . . 0 = p_1 ą:ć:ğ:

ŠæńĲ đ T âőĲă ŽĲďăąĲňčâďđ ąŸńŸďęčã Bernoulli.

2.2.4 Ŕęćňàďňčăąã ąŸńŸďęčã

ìĎľńà T_i; i = 1; . . . ; n, n ŸďĲěáĺńđńĲł ğĺŸŽčŸńęğęăãľĲăł čăŸł ŽĲďăąĲňčâďđł ń.č.Bernoulli.

ìĎľńà N = n∑ i=1 T_i: ŠæńĲ

P_r(N = n) = P_r(N_1 = n_1; N_2 = n_2; . . . ; N_k = n_k ) = n! n_1!n_2! . . . n_k!

p^{n1}_1 p^{n2}_2 . . . p^{nk}_k

ŚđčĲăéľĲăł

(i) ĆĺáŋęňčĲ N ∼ M_k(n; p)

(ii) ŔęćňŻăáľńŸńđ ąŸńŸďęčã

(iii) k∑ i=1 p_i = 1, áĺŸ ňğáĺőęňď k−1 ŻăŸąĲąĺăčâďĲł ğŸĺáčĲńĺęă, ąŸă âőęňčĲ čåŸ (k−1)-ŻăáľńŸńđ

ğŸĺŸčĲńĺăąã ąŸńŸďęčã.

2.2.5 ĽŸńŸďęčã Poisson

H ń.č. Ň âőĲă ąŸńŸďęčã Poisson Ĳáď

P_r (N = n) = e^{−m}m^n n! ; n = 0; 1; 2; . . .

ŚđčĲăéľĲăł:

(i) ĆĺáŋęňčĲ N ∼ p(m): E[N] = m; V [N] = m (ii) Ğňčđ§ĲåńĲ ńđď Ÿďâćăěđ Poisson čĲ âďńŸľđ ć. Śńę ŻăáľńđčŸ (0; t) ę Ÿĺă§čæł ńàď ŽĲŽęďæńàď âőĲă ąŸńŸďęčã Poisson čĲ m = ćt.

(iii) ìĎľńà k ŸďĲěáĺńđńĲł ŸďĲćåěĲăł Poisson, čĲ ĲďńáľĲăł ć_1; ć_2; . . . ; ć_k: ìĎľńà N_i ę Ÿĺă§čæł ńàď ŽĲŽęďæńàď ğęň ğŸĺŸńđĺĲåńŸă Ÿğæ ńđď i−ęľńã Ÿďâćăěđ ľĲ őĺæďę t. ŠæńĲ

P_r (N_1 = n_1; N_2 = n_2; . . . ; N_k = n_k ) = k∏ i=1 e^{−mi} m^{ni}_i n_i!

æğęň m_i = ć_it. ŃăŸ ğęćňŻăáľńŸńđ ąŸńŸďęčã ğęň ĲąŋĺáİĲńŸă ľŸď ŽăďæčĲďę čęďęŻăáľńŸńàď ąŸńŸďęčéď.

(iv) Ăď N_i ∼ p(m_i); i = 1; . . . ; k; ąŸă N_i ŸďĲěáĺńđńĲł, ńæńĲ k∑ i=1 N_i ∼ p( k∑ i=1 m_i) :

2.3 ŚőãčŸńŸ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł ŽăŸ ğåďŸąŸ I × J

ŐńŸď ŻåďĲńŸă âďŸ ľçďęćę ŻĲŻęčâďàď, ĲåďŸă ğęćç ľđčŸďńăąæ ďŸ ěâĺęňčĲ ńęď ńĺæğę čĲ ńęď ęğęåę ńŸ ŻĲŻęčâďŸ âőęňď ľňććĲő§Ĳå: ďŸ ěâĺęňčĲ ŻđćŸŻã ńę ľőãčŸ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł. ĞŸ ŸďŸŋĲĺ§ęçčĲ ľĲ ąá§Ĳ âďŸ ğă§Ÿďæ ľőãčŸ ľńę DATASET 3:

2.3.1 Ŕęćňàďňčăąã ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ

Ăď ąĺŸńãľęňčĲ ľńŸ§Ĳĺæ ńę ęćăąæ ľçďęćę, ńàď ğĲăĺŸčŸńăąéď čęďáŻàď Ĳą ńàď ğĺęńâĺàď, ńæńĲ âőęňčĲ čăŸ ğęćňàďňčăąã ąŸńŸďęčã ŽăŸ ńăł ğĺęąçğńęňľĲł ğŸĺŸńđĺãľĲăł:

P_r (N = n | p) = n_{++}!

n_1! . . . n_{IJ} ! I∏ i=1 J∏ j=1 p^{nij}_{ij} ≡ M_{IJ} (n_{++}; p); ∑ i ∑ j p_{ij} = 1:

ğ.ő. ľńę DATASET 3 ŸğęŋŸľåľŸčĲ ďŸ ľňććâěęňčĲ ŻĲŻęčâďŸ Ÿğę 200 Ÿľ§ĲďĲåł.

2.3.2 ČĲăŽčŸńęćđŕåŸ čĲ ŽăďæčĲďę ğęćňàďňčăąéď

ĎďŸććŸąńăąá, âľńà æńă ŸğęŋŸľåİęňčĲ ďŸ ľňććâěęňčĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ŽĺŸččã âďŸ ğĺęąŸ§ęĺăľčâďę Ÿĺă§čæ ŻĲŻęčâďàď. ŠæńĲ ŽăŸ ąá§Ĳ ŽĺŸččã âőęňčĲ âďŸ ŻăŸŋęĺĲńăąæ ğęćňàďňčăąæ ğĲåĺŸčŸ:

P_r ( N = n | p = I∏ i=1 M_J (n_{i+}; p_i )

čĲ (J − 1)I ğŸĺŸčâńĺęňł, p_i = (p_{i1}; p_{i2}; . . . ; p_{iJ} ) ąŸă J∑ j=1 p_{ij} = 1:

Šę ľçďęćę ąá§Ĳ ŽĺŸččãł ĲåďŸă ğĺęąŸ§ęĺăľčâďę Ÿğæ ńęď ğĲăĺŸčŸńăąæ ľőĲŻăŸľčæ. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ľńę DATASET 3, ŸğęŋŸľåİęňčĲ ďŸ ľňććâěęňčĲ ŻĲŻęčâďŸ ľĲ ğĺęąŸ§ęĺăľčâďę Ÿĺă§čæ ŽăŸ ńę ŋáĺčŸąę Ă, ŽăŸ ńę ŋáĺčŸąę Ą ąŸă ńę ŋáĺčŸąę C. ŐńŸď ľňććâěęňčĲ ŸĺąĲńá ŽăŸ ńę Ą, ńæńĲ Ÿğćéł ğĲĺăčâďęňčĲ ŽăŸ Ă ąŸă C, Żđć. ŸğęĺĺåğńęňčĲ ńŸ Ą Ÿğæ ĲąĲåďę ńę ľđčĲåę ąŸă čĲńá. Ăňńæ ľđčŸåďĲă æńă ŻĲď čğęĺęçď ďŸ ĲěŸő§ęçď ľňčğĲĺáľčŸńŸ ŽăŸ ńŸ ľçďęćŸ ľĲ ąá§Ĳ ŽĺŸččã (Żđć. ŻĲď čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ ńđď ğă§ŸďæńđńŸ ďŸ âőĲă Żę§Ĳå ńę ŋáĺčŸąę Ă). Šę DATASET 1 čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ŽăďæčĲďę Čăàďňčăąéď - ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ. ŔĺęŋŸďéł, čğęĺęçčĲ ďŸ ľňććâěęňčĲ ŻĲŻęčâďŸ ąĺŸńéďńŸł ńę ľçďęćę ąá§Ĳ ľńãćđł ľńŸ§Ĳĺæ.

2.3.3 ĆăďæčĲďę Poisson

ŚňććâŽęňčĲ ŻĲŻęčâďŸ ŽăŸ ğĺęąŸ§ęĺăľčâďę őĺęďăąæ ŻăáľńđčŸ. ĎŻé, ńę ľňďęćăąæ á§ĺęăľčŸ n_{++} ĲåďŸă Ĳğåľđł ńňőŸåę. ŚňďĲğéł âőęňčĲ IJ ğŸĺŸčâńĺęňł ąŸă ăľőçĲă

P_r(N = n | m) = I∏ i=1 J∏ j=1 e^{−mij mnijij} n_{ij} !

ŻđćŸŻã ľĲ ąá§Ĳ ąĲććå âőęňčĲ ąŸńŸďęčã Poisson čĲ čâľę m_{ij} .

2.3.4 ŚőæćăŸ

- ŐćŸ ńŸ čęďńâćŸ ŽĲďăąĲçęďńŸă ľĲ ğåďŸąĲł čĲŽŸćçńĲĺđł ŻăáľńŸľđł.

- ŐńŸď ěâĺęňčĲ ńę ăľńęĺăąæ ńęň ğĲăĺáčŸńęł, čğęĺęçčĲ ďŸ ŽĺáŕęňčĲ ńđď ğă§ŸďęŋáďĲăŸ ńàď ŻĲŻęčâďàď. Őğàł čĲ ńŸ ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ čĲ ąŸďęďăąá ľŋáćčŸńŸ, Ÿąęćęň§ęçčĲ čăŸ ŻăŸŻăąŸľåŸ ğĺęľŸĺčęŽãł čęďńâćęň ğęň (ĲćğåİęňčĲ !) §Ÿ čŸł ŸğŸďńãľĲă ľńăł ĲĺàńãľĲăł ğęň čŸł ĲďŻăŸŋâĺęňď. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ľĲ âďŸ ğåďŸąŸ ľňďŸŋĲåŸł I × J čăŸ Ÿğæ ńăł ğăę ľğęňŻŸåĲł ĲĺàńãľĲăł ĲåďŸă: \ĎåďŸă đ Ÿğæąĺăľđ ŸďĲěáĺńđńđ ńđł ŸŽàŽãł;" ≡ \ĲåďŸă đ ąŸńđŽęĺăęğęåđľđ ńàď ŽĺŸččéď ŸďĲěáĺńđńđ ńđł ąŸńđŽęĺăęğęåđľđł ńàď ľńđćéď;"

- ŐğęăęŻãğęńĲ čęďńâćę ąŸă ďŸ ğĺęľŸĺčæľęňčĲ, ęňľăŸľńăąá ĲąŋĺáİęňčĲ ńđď Żęčã ńàď ŻĲ- Żęčâďàď čâľà Ĳďæł Ÿĺă§čęç ğŸĺŸčâńĺàď. Őľę ğăę ğĲĺåğćęąđ ĲåďŸă, ńæľę ğĲĺăľľæńĲĺĲł ğŸĺŸčâńĺęňł âőęňčĲ ąŸă Ÿďńå§ĲńŸ. Šę ğăę ğĲĺåğćęąę čęďńâćę ğęň čğęĺęçčĲ ďŸ ğĺęľŸĺčæľęňčĲ âőĲă ńęď åŻăę Ÿĺă§čæ ğŸĺŸčâńĺàď čĲ ńăł ŸďĲěáĺńđńĲł čęďáŻĲł ŻĲŻęčâďàď : ńę ęďęčáİęňčĲ ąęĺĲľčâďę čęďńâćę.

- ŚńĺâŋęňčĲ ńéĺŸ ńđď ğĺęľęőã čŸł ľńđď Ĳąńåčđľđ ğŸĺŸčâńĺàď. Ńæćăł ĲąńăčãľęňčĲ ńăł ğŸĺŸčâńĺęňł, ğĺâğĲă ďŸ ĲąńăčãľęňčĲ ńđď ĲğáĺąĲăŸ ńęň čęďńâćęň.

2.4 ĎąńăčãńĺăĲł čĲŽåľńđł ğă§ŸďęŋáďĲăŸł (ĎŃŔ)

2.4.1 ĎŃŔ - ĲğŸďáćđŕđ

ìĎľńà L(X | ^) đ ľňďáĺńđľđ ğă§ŸďęŋáďĲăŸł, æğęň čĲ X ľňčŹęćåİęňčĲ ńŸ ŻĲŻęčâďŸ ąŸă čĲ ^ = (^_1; . . . ; ^_p) ńę ŻăáďňľčŸ ńàď ğŸĺŸčâńĺàď. Ăď đ L(X | ^) Ÿğęąńá ęćăąæ čâŽăľńę ľńę ^ = ^^ ńæńĲ ^^ ĲåďŸă đ ĎŃŔ ńęň ^ ąŸă L(X | ^^) ĲåďŸă đ čĲŽăľńęğęăđčâďđ ğă§ŸďęŋáďĲăŸ. ŚđčĲăéľńĲ æńă ^^ čĲŽăľńęğęăĲå Ĳğåľđł ńđď log L(X | ^). Őă ĎŃŔ âőęňď Ĳď ŽâďĲă (æőă čæďę ŽăŸ ąŸďęďăąâł ğă§ŸďęŋáďĲăĲł) Ĳğă§ňčđńâł ăŻăæńđńĲł:

(i) ŚňďâğĲăŸ (lim_{n→∞} p(| T_n − ^ |≥ Ĳ) = 0 ∀Ĳ > 0)

(ii) Ăľňčğńęńăąá ąŸďęďăąã ( ^^ ∼ M ∨ n_p(^; I(^)^{−1}), æğęň ę I(^) âőĲă ľńęăőĲåę (jk) = −E[^{„2 log L}

„^_{j„} ^_k ].

(iii) Ăľňčğńęńăąá ĲğŸĺąãł

2.4.2 ŔŸĺáŻĲăŽčŸ:

Őă ĎŃŔ ŽăŸ ńăł ğŸĺŸčâńĺęňł ńđł ğęćňàďňčăąãł ąŸńŸďęčãł âőęňď \ăŻăŸåńĲĺŸ" ğĺęŹćãčŸńŸ :

ìĎľńà N ∼ M_k(n; p), ąŸă ğŸĺŸńđĺęçčĲ N = y. ĞâćęňčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ ńđď ĎŃŔ ^p.

Ŕă§ŸďęŋáďĲăŸ = n! k∏ i=1 n_i! k∏ i=1 p^{ni}_i ∝ k∏ i=1 p^{ni}_i (∗)

Ę (*) ĲğăńňŽőáďĲă čâŽăľńę ŽăŸ p_1 = p_2 = · · · = p_k = 1, Ÿććá Ÿňńæ ŻĲď ăľőçĲă ŽăŸńå ğĺâğĲă k∑ i=1 p_i = 1 · 0. ĎğĲăŻã âőęňčĲ ńęď ğĲĺăęĺăľčæ k∑ i=1 p_i = 1, őĺđľăčęğęăęçčĲ ńęňł ğęććŸğćŸľăŸľńâł

Lagrance, ŻđćŸŻã čĲŽăľńęğęăęçčĲ ńđď ľňďáĺńđľđ k∑ i=1 n_i log p_i

log −Ŕă§ŸďęŋáďĲăŸ − ć Ŕęć=ľńãł Lagrance

(_k ∑ i=1 p_i − 1 )

ğĲĺăęĺăľčæł

ŔŸĺŸŽàŽåİęďńŸł àł ğĺęł p_i; i = 1; 2; . . . ; k ąŸă ĲěăľéďęďńŸł čĲ ńę čđŻâď âőęňčĲ^d_{dpi} = 0 ⇒ n_i=^p_i − ć = 0: ŃĲ á§ĺęăľčŸ æćàď ńàď i âőęňčĲ ∑ n_i = ć( ∑ ^p_i) = ć ⇒ ć = n ⇒ ^p_i = n_i n ; i = 1; 2; . . . ; k, ąŸă đ čĲŽăľńęğęăđčâďđ ğă§ŸďęŋáďĲăŸ ŻåďĲńŸă Ÿğæ ńđď ľőâľđ n! k∏ i=1 n_i! k∏ i=1 ( n_i n )_{ni}

ìĂĺŸ ľĲ Ÿňńã ńđď ğĲĺåğńàľđ âőęňčĲ ňğęćęŽåľĲă ńăł ĎŃŔ ńęň ąęĺĲľčâďęň čęďńâ ćęň, ŻđćŸŻã ęă ğĺęľŸĺčęľčâďĲł ńăčâł ŻåďęďńŸă Ÿğæ np_i = n_i = ęă ğŸĺŸńđĺęçčĲďĲł ńăčâł.

Ăňńæ ńę čęďńâćę ĲåďŸă ćåŽđł/ąŸ§æćęň ŸěåŸł ľńđď ğĺáěđ, ŽăŸńå ŻĲď \ŸğćęňľńĲçĲă" ąŸ§æćęň ńŸ Ÿĺőăąá ŻĲŻęčâďŸ.

Ďď ŽâďĲă, §Ÿ âőęňčĲ: p = ŕ(ffi);

æğęň dim(ffi) = r < k − 1.

ĂĺŽæńĲĺŸ §Ÿ ŻęçčĲ čęďńâćŸ ğęň ŻĲď âőęňď ŸďŸćňńăąã ćçľđ Ÿććá čğęĺęçď ďŸ ćň§ęçď Ÿĺă§čđńăąá (čâľà ğ.ő. ąáğęăęň ľńŸńăľńăąęç ğŸąâńęň).

ŠéĺŸ §Ÿ ĲěĲńáľęňčĲ ńđď ğĺęľŸĺčęŽã ńęň čęďńâćęň.

2.5 Pearson X^2 - ľńŸńăľńăąæ

Šę Pearson X^2 ľńŸńăľńăąæ ĲåďŸă őĺãľăčę ŽăŸ ďŸ čĲńĺãľęňčĲ ńđď ğĺęľŸĺčęŽã Ĳďæł čęďńâćęň ľňŽąĺăďæčĲďęň čĲ ńę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę.

ŐŘĹŚŃŐŚ : X^2 = k∑ i=1 (n_i − ^m_i)^2 ^m_i ; æğęň n_i = ğŸĺŸńđĺęçčĲďđ ľňőďæńđńŸ (ğęň ŸďńăľńęăőĲå ľńę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę) ^m_i = ğĺęľŸĺčęľčâďđ ľňőďæńđńŸ. ìĎľńà Ę_0: čĲăàčâďę čęďńâćę

H_1: ąęĺĲľčâďę čęďńâćę ìĎľńà s + t = Ÿĺă§čæł ğŸĺŸčâńĺàď ľńę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę ąŸă s = Ÿĺă§čæł ğŸĺŸčâńĺàď ľńę čĲăàčâďę čęďńâćę

Ăď đ H_0 ĲåďŸă Ÿćđ§ãł, ńæńĲ (Ÿľňčğńàńăąá)

X^2 ∼ X^2_t

2.6 ĎćĲŽőęł ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď

ìĎľńà æńă ĲďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ďŸ ĲąńăčãľęňčĲ ńđď ĲğáĺąĲăŸ Ĳďæł čęďńâćęň ğęň ğĲĺăŽĺáŋĲă âďŸ ľçďęćę ŻĲŻęčâďàď. Ăňńæ čğęĺĲå ďŸ ŽåďĲă ľňŽąĺåďęďńŸł ńđď ğă§ŸďęŋáďĲăŸ ğęň ğĺęąçğńĲă Ÿğę ńę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę, ŻđćŸŻã ńę čęďńâćę ğęň âőĲă Ÿĺă§čæ ğŸĺŸčâńĺàď åľę čĲ Ÿĺă§čæ ŻĲŻęčâďàď (áĺŸ ęă ğĺęľŸĺčęľčâďĲł ńăčâł ĲåďŸă åľĲł čĲ ńăł ğŸĺŸńđĺęçčĲďĲł ńăčâł).

ìĎľńà ^^_S đ ĎŃŔ ńàď ğŸĺŸčâńĺàď ľńę ąęĺĲľčâďę (Saturated) čęďńâćę ąŸă ^^_R đ ĎŃŔ ńàď ğŸĺŸčâńĺàď ľńę čĲăàčâďę (Reduced) čęďńâćę. Ďğåľđł, âľńà L( ^^_S ) ąŸă L( ^^_R) ęă čĲ- ŽăľńęğęăđčâďĲł ğă§ŸďęŋáďĲăĲł ŸďńåľńęăőŸ. Ăď ńę čęďńâćę ğŸĺâőĲă ąŸćã ğĺęľŸĺčęŽã ľńę čęďńâćę, §Ÿ ğĲĺăčâďŸčĲ đ L( ^^_R) ďŸ ĲåďŸă ğĲĺåğęň ńæľę čĲŽáćđ æľę đ L( ^^_S ).

ìĎľńà H_0 : ŃĲăàčâďę čęďńâćę H_1 : ĽęĺĲľčâďę čęďńâćę Őă ğŸĺŸğáďà ňğę§âľĲăł ĲćâŽőęďńŸă ęĺåİęďńŸł ńę ľńŸńăľńăąæ ğđćåąę ğă§ŸďęŋŸďĲăéď: ˙ = L( ^^_R) L( ^^_S )

Šăčâł ńęň ˙ ąęďńá ľńę 1 ňğęŻđćéďęňď æńă đ H_0 čğęĺĲå ďŸ ğŸĺâőĲă ąŸćã ğĲĺăŽĺŸŋã ńàď ŻĲŻęčâďàď, Ĳďé ńăčâł ńęň ˙ ąęďńá ľńę 0 ňğęŻđćéďęňď ľđčŸďńăąã âććĲăŕđ ğĺęľŸĺčęŽãł ąŸńá ńđď čĲńŸąåďđľđ Ÿğæ ńę ąęĺĲľčâďę ľńę čĲăàčâďę čęďńâćę.

ĆăŸ ďŸ ĲćâŽěęňčĲ ńăł ňğę§âľĲăł ğĺâğĲă ďŸ ŽďàĺåİęňčĲ ńđď ąŸńŸďęčã ńęň ˙ æńŸď đ H_0 ĲåďŸă Ÿćđ§ãł.

ŐŘĹŚŃŐŚ: ŐĺåİęňčĲ ńđď Deviance ľŸď

Deviance = D = −2 log ˙:

Ăľňčğńàńăąá, æńŸď đ H_0 ĲåďŸă Ÿćđ§ãł, đ Deviance âőĲă ąŸńŸďęčã X^2_{n−p}, æğęň n ĲåďŸă ę Ÿĺă§čæł ńàď ğŸĺŸńđĺãľĲàď ąŸă p ę Ÿĺă§čæł ńàď ğŸĺŸčâńĺàď ğęň ęĺåİęďńŸă Ÿğæ ńđď H_0. ŚđčĲăéľńĲ æńă

D = −2 log ( L( ^^_R) L( ^^_S ) ) = 2(log L( ^^_S ) − 2 log L( ^^_R))

Šę ğŸĺŸğáďà ŸğęńâćĲľčŸ ăľőçĲă ĂŚŞŃŔŠŮŠĹĽĂ ŽăŸ ğęćňàďňčăąã, Poisson, Gamma ą.ć.ğ.

ìĂĺŸ âőęňčĲ čåŸ ľńĺŸńđŽăąã ŽăŸ ğĺęľŸĺčęŽã čęďńâćàď :

1. ŔĺęńĲåďęňčĲ âďŸ čęďńâćę

2. ĎąńăčęçčĲ ğŸĺŸčâńĺęňł ńęň čęďńâćęň čĲ ĎŃŔ

3. ĎćâŽőęňčĲ ńđď ĲğáĺąĲăŸ ńęň čęďńâćęň čĲ ńđ Źęã§ĲăŸ ńđł Deviance.

2.6.1 ŔŸĺáŻĲăŽčŸ: Deviance ŽăŸ ğęćňàďňčăąã ğă§ŸďęŋáďĲăŸ

N ∼ M_k (n_+; p), ğŸĺŸńđĺęçčĲ N = n. ìĎľńà ęńă ğĺęńĲåďĲńŸă čęďńâćę čĲ r(< k − 1) ğŸĺŸčâńĺęňł ŽăŸ ńŸ ľńęăőĲåŸ ńęň p. ĆĺáŋęňčĲ p = ŕ(ŋ), čĲ dim(ŋ) = r. (ğ.ő. k = 4; p_1 = p_2 = ffi_1; p_3 = ffi_2. ŚĲ Ÿňńã ńđď ğĲĺåğńàľđ ŽăŸ ńę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę âőęňčĲ k − 1 = 3 ğŸĺŸčâńĺęňł ąŸă ŽăŸ ńę čĲăàčâďę čęďńâćę âőęňčĲ 2 ğŸĺŸčâńĺęňł).

ĆăŸ ďŸ ŻęçčĲ Ĳáď ńę čĲăàčâďę čęďńâćę ĲåďŸă ăľőçęňľŸ Ÿğćęğęåđľđ ğĺâğĲă ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńę ľńŸńăľńăąæ ĲćâŽőęň D = −2 log ˙, æğęň

˙ = max_ŋ^n+^!_{˝ni !}^k∏ i=1 ŕ_i(^ŋ)^{ni}

max_ŋ^n+^!_{˝ni !}^k∏ i=1 ^p^{ni}_i

ìĎőęňčĲ ãŻđ ĲěĲńáľĲă ńęď ğŸĺŸďęčŸľńã ľńę ğŸĺáŻĲăŽčŸ 3.4.2 (Żđć. ^p_i =^{ni}_{n+} ). ìĎőęňčĲ ęńă

−2 log ˙ = −2 k∑ i=1 n_i log ŕ_i(^ŋ) + 2 k∑ i=1 n_i log ^p_i =

= −2 k∑ i=1 n_i log ( ŕ_i(^ŋ_i)

^p_i ) =

= 2 k∑ i=1 n_i log ( n_i n_+ŕ_i(^ffi) )

Ăď ľňčŹęćåľęňčĲ ^m_i = n_+ŕ_i(^ffi) ńđď i−ęľńã ğĺęľŸĺčęľčâďđ ńăčã ąáńà Ÿğæ ńę čĲăàčâďę čęďńâćę ńæńĲ

Deviance = D = 2 k∑ i=1 n_i log

( n_i ^m_i )

ŚňďĲğéł, ŽăŸ âďŸ ğęćňàďňčăąæ ľâń ŻĲŻęčâďàď, ŸğęąńęçčĲ ńăł ğĺęľŸĺčęľčâďĲł ńăčâł ( ^m_i) čĲ Źáľđ ńđď ňğæ§Ĳľđ ńęň čĲăàčâďęň čęďńâćęň, ąŸă čĲńá ňğęćęŽåİęňčĲ ńđď Deviance æğàł ğĲĺăŽĺáŋĲńŸă ğŸĺŸğáďà.

ŚňŽąĺåďęňčĲ ńđď ńăčã ğęň ŸğęąńęçčĲ čĲ ńđď ąŸńŸďęčã X^2_{k−1−r}. Ăď đ Deviance ĲåďŸă čĲ- Žáćđ, ńæńĲ (ğĺæł ńę ğŸĺæď !) ŸğęĺĺåğńęňčĲ ńđď H_0 ąŸă ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă (åľàł) ńę čĲăàčâďę čęďńâćę ŻĲď ĲåďŸă ăľőçęňľŸ ğĲĺåćđŕđ ńàď ŻĲŻęčâďàď.

ŚĘŃĎĹŮŚĘ: ŠŸ ğŸĺŸğáďà ĲåďŸă čæďę ęŻđŽåĲł - ğĺęľęőã ľńŸ čăąĺá ľĲń ŻĲŻęčâďàď !

2.6.2 ìĎćĲŽőęł ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď ŽăŸ ŻĲŻęčâďŸ Poisson

ìĎľńà ęńă âőęňčĲ k ąĲććăá, ąŸă k čâľęňł Poisson m_i; i = 1; . . . ; k. ĆăŸ ńęď âćĲŽőę ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď ğĺâğĲă ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ D = −2 log ˙. ŚçčŋàďŸ čĲ ńđď ìĂľąđľđ 2, ŽăŸ ńę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę ăľőçĲă ęńă đ ĎŃŔ ńàď m_i ĲåďŸă ^m_i = n_i.

ìĎľńà ęńă ęă ğĺęľŸĺčęľčâďĲł ńăčâł ŽăŸ ńę čĲăàčâďę čęďńâćę ĲåďŸă ~m_i.

˙ = k∏ i=1 e^{−m̃i} −m̃_i^{ni} n_i! k∏ i=1 e^{−ni}n^{ni}_i n_i!

ŚňďĲğéł

log ˙ = − ∑ i ~m_i + ∑ i n_i log ~m_i − ∑ i log n_i! + ∑ i n_i − ∑ i n_i log n_i+ + ∑ i log n_i! = = ∑ i (− ~m_i + n_i) + ∑ i n_i(log ~m_i − log n_i) :

ìĂĺŸ Deviance = −2 log ˙ = 2 ∑ i ( ~m_i − n_i) + 2 ∑ i n_i log n_i ~m_i : ŔŸĺŸńđĺęçčĲ ęńă Ÿď ğĺęľŸĺčæľęňčĲ čęďńâćŸ ğęň ŻăŸńđĺęçď ńę ęćăąæ ľçďęćę ąŸńŸćãŽęňčĲ ľńę Deviance = 2 k∑ i=1 n_i log n_i ~m_i

2.6.3 Śőâľđ čĲńŸěç ĲćâŽőęň ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď ąŸă Pearson’s X^2.

- ìĎőęňčĲ ğęćňàďňčăąã ąŸńŸďęčã:

D = −2 log ˙ = 2 k∑ i=1 n_i log

( n_i

^m_i )

Ďğåľđł X^2 = k∑ i=1 (n_i − ^m_i)^2

^m_i ĞĲàĺĲåľńĲ ńđď f(x) = x log(^x_y ) = x log x − x log y ąŸă âľńà ęńă ŸďŸğńçľľęňčĲ ńđď ľĲăĺá Taylor ŽăŸ x = y : f(x) ≈ f(y) + (x − y)f^′(y) +^1_2 (x − y)^2f^{′′}y f(y) = y log(^y ) = 0 f^′(x) = log x + 1 − log y ⇒ f^′(y) = 1 f^{′′}(x) =^1_x ⇒ f^{′′}(y) =^1_y ìĂĺŸ f(x) ≈ (x − y) + 1 2 (x − y)^2 y ⇒ ⇒ k∑ i=1 f(x_i) = k∑ i=1 x_i log( x_i y_i ) ≈ k∑ i=1 (x_i − y_i) + 1 2 k∑ i=1 (x_i − y_i)^2 y_i

ŃŸł ĲďŻăŸŋâĺĲă đ Ÿďáğńňěđ ńęň D = 2 k∑ i=1 n_i log

(_{ni}

^m_i ) , ąŸă §âńęďńŸł x_i = n_i, y_i = ^m_i

âőęňčĲ

D ≈ 2 k∑ i=1 [ (n_i − ^m_i) + 1 2 (n_i − ^m_i)^2 ^m_i ]

ąŸă ĲğĲăŻã ŽăŸ čęďńâćŸ ğęćňàďňčăąéď ŻĲŻęčâďàď âőęňčĲ

Ś(n_i − ^m_i) = 0 ⇒ D ≈ n∑ i=1 (n_i − ^m_i)^2 ^m_i

= X^2:

2.6.4 ŔĲĺåćđŕđ ľőđčáńàď ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł

ìĎľńà, őàĺåł ŹćáŹđ ńđł ŽĲďăąæńđńŸł, âďŸł IxJ ğåďŸąŸł. ŠŸ ŻĲŻęčâďŸ čğęĺĲå ďŸ ğĺęâĺőęďńŸă Ÿğæ âďŸ Ÿğæ ńŸ ğŸĺŸąáńà ľőãčŸńŸ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł:

ŚŢĘŃĂ ČĎĹĆŃĂŠŐŁĘŰĹĂŚ ĂŘ. ŔĂŘĂŃĎŠŘŮŇ

Ŕęćňàďňčăąã ąŸńŸďęčã IJ − 1 ĆăďæčĲďę ğęćňàďňčăąéď ąŸńŸďęčéď I(J − 1) ã J(I − 1) Poisson ąŸńŸďęčã IJ

ĆăŸ ąá§Ĳ ąŸńŸďęčã čğęĺęçčĲ ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ĎŃŔ ŽăŸ ńđď Ĳąńåčđľđ ńàď ğŸĺŸčâńĺàď ńęň ąęĺĲľčâďęň čęďńâćęň:

ŚŢĘŃĂ ČĎĹĆŃĂŠŐŁĘŰĹĂŚ ĎŃŔ

Ŕęćňàďňčăąã ąŸńŸďęčã ^p_{ij} = n^{ij}n_{++} ĆăďæčĲďę ğęćňàďňčăąéď ąŸńŸďęčéď ^p_{ij} = n^{ij}n_{i+} Poisson ^m_{ij} = n_{ij}

ìŐčęăŸ ĲąńăčęçčĲ ńăł ğŸĺŸčâńĺęňł ęğęăęňŻãğęńĲ áććęň čęďńâćęň čŸł ĲďŻăŸŋâ ĺĲă čĲ ĎŃŔ, ąŸă ľňŽąĺåďęňčĲ ńŸ Żçę čęďńâćŸ čĲ âćĲŽőę ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸ ďĲăéď:

ŚŢĘŃĂ ČĎĹĆŃĂŠŐŁĘŰĹĂŚ DEVIANCE

Ŕęćňàďňčăąã ąŸńŸďęčã D = 2 I∑ i=1 J∑ j=1 n_{ij} log(^{nij}_{^mij} )

ĆăďæčĲďę ğęćňàďňčăąéď ąŸńŸďęčéď D = 2 I∑ i=1 J∑ j=1 n_{ij} log(^{nij}_{^mij} )

Poisson ąŸńŸďęčã D = 2 I∑ i J∑ j (n_{ij} − ^m_{ij} )+ + 2 I∑ i=1 J∑ j=1 n_{ij} log

(_{nij}

^m_{ij} )

2.6.5 ŚçŽąĺăľđ ĲŽąćàŹăľčâďàď (nested) čęďńâćàď čĲ őĺãľđ ĲćâŽőęň ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď.

ìĎľńà æńă âőęňčĲ ńđď ğŸĺŸąáńà ĲŽąćàŹăľńăąã Ÿąęćęň§åŸ čęďńâćàď:

M_0 ⊂ M_1 ⊂ M_S

æğęň M_S ĲåďŸă ńę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę, ąŸă âľńà æńă ńŸ čęďńâćŸ M_0 , M_1 ąŸă M_S âőęňď ŸďńåľńęăőŸ p; p + q ąŸă n ğŸĺŸčâńĺęňł. ĞâćęňčĲ ďŸ ĲćâŽěęňčĲ ńăł ňğę§âľĲăł H_0 : M_0 ąŸńá Ę_1 : Ń_1.

Ďğåľđł, âľńà D_0 đ Deviance ğęň ŸğęąńęçčĲ Ÿğæ ńđď ľçŽąĺăľđ čĲńŸěç M_0 ąŸă M_s , D_1 đ Deviance ğęň ŸğęąńęçčĲ Ÿğæ ńđ ľçŽąĺăľđ čĲńŸěç M_1 ąŸă M_s, ąŸă ^^_0, ^^_1 ąŸă ^^_S ęă ĎŃŔ ŽăŸ ńŸ ńĺåŸ čęďńâćŸ ŸďńåľńęăőŸ. ŃğęĺęçčĲ ďŸ ĲćâŽěęňčĲ ńđď H_0 ąŸńá H_1 őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď ŻăŸŋęĺá ńàď ĲćâŽőàď ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď:

ČD = D_0 − D_1 = = 2[log L( ^^_s; y) − log L( ^^_0; y)] − 2[log L( ^^_s; y) − log L( ^^_1; y)] = = 2[log L( ^^_1; y) − log L( ^^_0; y)]

Ăď ąŸă ńŸ Żçę čęďńâćŸ ğęň ęĺåİęďńŸă Ÿğę ńăł H_0 ąŸă H_1 ğĲĺăŽĺáŋęňď ńŸ ŻĲŻęčâďŸ ąŸćá, ńæńĲ D_0 ∼ X^2_{n−p} ąŸă D_1 ∼ X^2_{n−p−q} . ŚňďĲğéł (čĲ ńđď ğĺęèğæ§Ĳľđ æńă ăľőçęňď ęĺăľčâďĲł ňğę§âľĲăł ŸďĲěŸĺńđľåŸł) ČD ∼ X^2_q .

Šę ğŸĺŸğáďà ŸğęńâćĲľčŸ ľđčŸåďĲă æńă Ĳáď đ ğĺŸŽčŸńęğęăđ§ĲåľŸ ńăčã ČD ĲåďŸă ľňďĲğãł čĲ ńđď ąŸńŸďęčã X^2_q , §Ÿ ĲğăćâŽęňčĲ (ŽĲďăąá) ńę čęďńâćę M_0 ĲğĲăŻã ĲåďŸă ŸğćęçľńĲĺę. Ďáď ğáĺęňčĲ čăŸ čĲŽáćđ ńăčã ńęň ČD, ŸğęĺĺåğńęňčĲ ńđď H_0 ňğâĺ ńđł H_1, ŻđćŸŻã ğĺęńăčęçčĲ ńę čęďńâćę M_1 Ÿğæ ńę čęďńâćę M_0. ŚđčĲăéľńĲ æńă Ÿňńæ ŻĲď ľđčŸåďĲă ŸğŸĺŸåńđńŸ æńă ńę M_1 ĲåďŸă ąŸćã ğĲĺăŽĺŸŋã ńàď ŻĲŻę čâďàď: Ÿňńæ čğęĺĲå čæďę ďŸ ĲěŸąĺăŹà§Ĳå ľňŽąĺåďęďńŸł ńđď Deviance čĲ Ÿňńã ńęň ąęĺĲľčâďęň čęďńâćęň.

ŚňčğâĺŸľčŸ: ŃğęĺęçčĲ ďŸ ğĺęľŸĺčæľęňčĲ ńę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę, ąŸă čĲńá ďŸ ŸğęľçĺęňčĲ ľńŸŻăŸąá æĺęňł Ÿğæ ńę čęďńâćę, ĲćâŽőęďńŸł ľĲ ąá§Ĳ ľńáŻăę ńđď čĲńŸŹęćã ńđł Deviance čĲ ńęňł Ÿďńåľńęăőęňł ŹŸ§čęçł ĲćĲň§ĲĺåŸł.

ŚđčĲăéľńĲ Ĳğåľđł æńă đ ğĺęľ§Ĳńăąã ăŻăæńđńŸ ńđł Deviance ŻĲď čĲńŸŋâĺĲńŸă ľńęď âćĲŽőę Pearson’s X^2: ŽăŸ ąá§Ĳ čęďńâćę ĲćâŽőęňčĲ ńđď ğĺęľŸĺčęŽã ąŸńá ńęň ąęĺĲľčâďęň čęďńâćęň.

2.7 Ńęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ŽăŸ ğęćňàďňčăąã ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ

Ţàĺåł ŹćáŹđ ńđł ŽĲďăąæńđńŸł, §ĲàĺęçčĲ ğåďŸąŸ I × J. Šę čęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ĲåďŸă ğęćç ľğęňŻŸåę, ľňďã§àł ńę čæďę ğęň ĲćâŽőęňčĲ. Ő ľňďã§đł âćĲŽőęł ĲåďŸă H_0: ŸďĲěŸĺńđľåŸ ńđł ąŸńđŽęĺăęğęåđľđł ŽĺŸččéď ąŸă ľńđćéď H_1: ąęĺĲľčâďę čęďńâćę.

Šå ľđčŸåďĲă ŸďĲěŸĺńđľåŸ ŽĺŸččéď ąŸă ľńđćéď ľĲ ľőâľđ čĲ ńăł ğŸĺŸčâ ńĺęňł p_{ij} ;

P_r(ŽĺŸččãł i ąŸă ľńãćđł j) = P_r(ŽĺŸččãł i)P_r(ľńãćđł j) ã p_{ij} = „_iŋ_j æğęň I∑ i=1 „_i = J∑ j=1 ffi_j = 1 (1)

ĆăŸ ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńđď D ã ńę X^2 ğĺâğĲă ďŸ ĲąńăčãľęňčĲ ^„_i ąŸă ^ffi_j ąŸă čĲńá ďŸ ňğęćę- ŽåľęňčĲ ńăł ğĺęľŸĺčęľčâďĲł ńăčâł ^m_{ij} = n_{++} ^„_i ^ffi_j . ŠŸ ^„_i ąŸă ^ffi_j ĲąńăčéďńŸă čĲŽăľńęğęăéďńŸł ńđď I∏ i=1 J∏ j=1 („_iffi_j )^{nij} čĲ ńđď ğĺęèğæ§Ĳľđ ńđł (1).

ĹľőçĲă æńă (Ăľąđľđ 3) ^m_{ij} = n_{i+}n_{+j} n_{++} ( = n_{++}P_r(ŽĺŸččã i) P_r(ľńãćđ j) = n_{++}

(_{ni+}

n_{++}

) (_{n+j}

n_{++} )) Őă ŹŸ§čęå ĲćĲň§ĲĺåŸł ĲåďŸă (IJ − 1) − ((I − 1) + (J − 1)) = (I − 1)(J − 1). ĆăŸ ŽăďæčĲďę ğęćňàďňčăąéď (čĲ ľńŸ§Ĳĺæ ńę á§ĺęăľčŸ ŽĺŸččéď), ŸďĲěŸĺńđľåŸ ľňďĲğáŽĲńŸă p_1 = p_2 = . . . = p_I : Šę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę âőĲă I(J −1) ğŸĺŸčâńĺęňł, Ĳďé ńę čęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł âőĲă J −1 ğŸĺŸčâńĺęňł, áĺŸ ęă ŹŸ§čęå ĲćĲň§ĲĺåŸł ĲåďŸă IJ − I − J + 1 = (I − 1)(J − 1).

Ăňńæ ńę čęďńâćę ćâŽĲńŸă čęďńâćę ęčęŽâďĲăŸł ńàď ŽĺŸččéď. ĹľőçĲă æńă đ Deviace ĲåďŸă đ åŻăŸ æğàł ąŸă ľńđď ğęćňàďňčăąã ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ (Ăľąđľđ 4). ĂĺŽæńĲĺŸ §Ÿ ŻĲåěęňčĲ æńă ąŸă ľńđ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ Poisson ąŸńŸćãŽęňčĲ ľńđď åŻăŸ Deviance ąŸă ľńęňł åŻăęňł ŹŸ§čęçł ĲćĲň§ĲĺåŸł.

3.1 ĎăľŸŽàŽã

Ăł ŸĺőåľęňčĲ §ĲàĺéďńŸł ńđď ŸğćęçľńĲĺđ ğĲĺåğńàľđ, ŻđćŸŻã ńęď ğåďŸąŸ 2x2:

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ:

ĂŔŐĽŘĹŚĘ ŇĂĹ ŐŢĹ ŤĂŘŃĂĽŐ 1 n_{11} n_{12} n_{1+} ŤĂŘŃĂĽŐ 2 n_{21} n_{22} n_{2+} n_{+1} n_{+2} n_{++}

ŚđčĲăéľńĲ æńă æľęď Ÿŋęĺá ńęď ľňčŹęćăľčæ, §Ÿ őĺĲăŸľńĲå ďŸ ĲďŸććáľęňčĲ čĲńŸěç ńęň ğŸĺŸğáďà ąŸă ńđł ğĲĺåğńàľđł ğęň âőęňčĲ N Żăàďňčăąá ğĲăĺáčŸńŸ

ĂŔŐĽŘĹŚĘ Y TOTAL 1 r_1 n_1 ŔĲåĺŸčŸ / ŤáĺčŸąę 2 r_2 n_2 . . . . . . N r_N n_N

Ő ğŸĺŸğáďà ğåďŸąŸł čğęĺĲå ďŸ âőĲă Ÿğęąńđ§Ĳå čâľà ğĺęľŻęąéčĲďđł ã ŸďŸŻĺęčăąãł čĲćâńđł. ĞŸ ňğę§âľęňčĲ ğĺęł ńę ğŸĺæď, ğĺęľŻęąéčĲďđ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ. Ę ğă§ŸďęŋáďĲăŸ ŻåďĲńŸă Ÿğæ P (n_{11}; n_{21} | p_1; p_2; n_{1+}; n_{2+}) ∝ p^{n11}_1 (1 − p_1)^{n12} p^{n21}_2 (1 − p_2)^{n22} æğęň p_i = P_r (Ăğæąĺăľđ | ŤáĺčŸąę i).

Šę čęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ŻåďĲńŸă Ÿğæ p_1 = p_2 = p. Ŕăę ŽĲďăąá, ĲďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ŽăŸ ńđ ŻăŸŋęĺá p_1 − p_2 = c, ęğæńĲ ŽăŸ c = 0 ğŸåĺďęňčĲ ńę čęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł.

Ăľňčğńàńăąá ăľőçĲă æńă

^p_i ∼ N ( p_i;

p_i(1 − p_i) n_{i+} ) ; æğęň ^p_i =^{ni1}_{ni+} đ ĎŃŔ ńàď p_i. Ăď §ĲàĺãľęňčĲ H_0 : p_1 − p_2 = p âőęňčĲ ľňďĲğéł

n_{11} n_{1+} − n_{21} n_{2+} √( 1 n_{1+} + 1 n_{2+} ) p(1 − p)

∼ N(0; 1)

Ăććá ńę p ĲåďŸă áŽďàľńę, ąŸă őĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď ĎŃŔ ńęň p:

^p = n_{11} + n_{21} n_{1+} + n_{2+} = n_{+1} n_{++} : ŚňďĲğéł, čĲŽáćĲł ńăčâł ńęň n_{11} n_{1+} − n_{21} n_{2+} √( 1 n_{1+} + 1 n_{2+}

)_{n+1}

n_{++} · n_{+2} n_{++}

(ğ.ő. > 2) ŸğęńĲćęçď âďŻĲăěđ ŽăŸ čã Ÿćđ§ã H_0.

ŚđčĲăéľńĲ æńă Ÿňńæ ńę ŸğęńâćĲľčŸ ĲåďŸă Ÿľňčğńàńăąæ, ŻđćŸŻã ğĲĺăčâďęňčĲ ąŸćã ľňčğĲĺăŋęĺá ŽăŸ \ čĲŽáćĲł " ľňőďæńđńĲł ąŸă p ∈ (0:2; 0:8), Ÿććá Ĳáď ńę p ĲåďŸă čăąĺæ ã čĲŽáćę đ ňğæ§Ĳľđ ńđł ľńŸ§Ĳĺãł ŻăŸľğęĺáł var(^p_1) ĲåďŸă \çğęğńđ".

3.2 Ľåďđńĺę ŽăŸ ćęŽăľńăąã ğŸćăďŻĺæčđľđ

ìĎľńà æńă đ Ÿğæąĺăľđ čĲńĺăâńŸă ľĲ ľňďĲőã ąćåčŸąŸ. Ŕéł §Ÿ ŸďŸćçŸčĲ ŻĲŻęčâďŸ y_{ij} æğęň i = 1; 2 ŻđćéďĲă ńđď ŸŽàŽã ąŸă j = 1; . . . ; n_i ŻđćéďĲă ńđď ĲğŸďáćđŕđ;

Ăď ńŸ ŻĲŻęčâďŸ y Ÿąęćęň§ęçľŸď ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã §Ÿ őĺđľăčęğęăęçľŸčĲ âďŸ ğåďŸąŸ ANOVA ąŸńá âďŸ ğŸĺáŽęďńŸ:

y_{1j} = č + Ĳ_{1j} ; j = 1; . . . ; n_1 y_{2j} = č + Ÿ_2 + Ĳ_{2j} ; j = 1; . . . ; n_2

ŚđčĲăéľńĲ æńă č ∈ (−∞; ∞) ąŸă Ÿ_2 ∈ (−∞; ∞).

ĞŸ čğęĺęçľŸčĲ ďŸ ğĺęľğŸ§ãľęňčĲ čăŸ ğŸĺæčęăŸ ğĺęľâŽŽăľđ čĲ ńŸ p:

E(p_1) = č E(p_2) = č + Ÿ_2

Ăććá ćæŽà ńęň 0 ≤ r_i=n_i ≤ 1 ňğáĺőęňď ğĲĺăęĺăľčęå ľńŸ č; Ÿ_2. ìĎľńà æńă âőęňčĲ N Żăàďňčăąâł ğĺęľğá§ĲăĲł ąŸă ľňččĲńŸŹćđńã X (DATASET 1)

p_i = Ÿ + Źx_i

ŢĺĲăŸİæčŸľńĲ

ŔĺęŋŸďã čĲăęďĲąńãčŸńŸ ĲåďŸă đ ŻňľąęćåŸ ĲěŸŽàŽãł ľňčğĲĺŸľčáńàď (extrapolate) ąŸă đ ğĲĺăęĺăľčâďđ ĲĺčđďĲåŸ. ŚđčĲăéľńĲ ŸąæčŸ æńă đ ŻăŸľğęĺá ńęň r_i = n_ip_i ĲěŸĺńáńŸă Ÿğæ ńę p_i, áĺŸ, Ÿď őĺĲăŸİæčŸľńĲ ąŸďęďăąęçł ĲćâŽőęňł, đ ňğæ§Ĳľđ ńđł ľńŸ§Ĳĺãł ŻăŸľğęĺáł ŻĲď ăľőçĲă.

3.3 ĂďĲğåľđčđ ĲăľŸŽàŽã ľńŸ ŽĲďăąĲňčâďŸ ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ

ŚńŸ ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ ňğę§âľŸčĲ

(1) y_i = č_i + Ĳ_i , Ĳ_i ∼ N(0; ľ^2), ŸďĲěáĺńđńŸ

(2) ĆĺŸččăąã ğĺęŹćâğęňľŸ n = p∑ j=1 Ź_j X_j

(3) n = č: ńŸňńęńăąæł ľçďŻĲľčęł.

ĎăľáŽęňčĲ ńéĺŸ čăŸ ďâŸ ąŸńđŽęĺåŸ čęďńâćàď, ńŸ ŽĲďăąĲňčâďŸ ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ. Ăňńá ńŸ čęďńâćŸ ňğę§âńęňď æńă ńę (2) ĲåďŸă ğáďńŸ Ÿćđ§âł, Ÿććá æőă ńŸ (1) ąŸă (3).

Śńđď (3) ę ľçďŻĲľčęł čĲńŸěç ńàď ŸďŸčĲďæčĲďàď ŻĲŻęčâďàď ąŸă ńđł ľňďáĺńđľđł ńęň čęďńâćęň ĲåďŸă ę ńŸňńęńăąæł. ŐĺåİęňčĲ ńéĺŸ ńđď ľňďáĺńđľđ ľňďŻâľčęň (link function) g ńâńęăŸ éľńĲ n = g(č). ĎåŻŸčĲ ãŻđ ńŸ ğĺęŹćãčŸńŸ ğęň ğŸĺęňľăáİęďńŸă ľńŸ Żăàďňčăąá ŻĲŻęčâďŸ æńŸď ňğę§âńęňčĲ ńŸňńęńăąæ ľçďŻĲľčę. ŠéĺŸ, ľńđď ğĲĺåğńàľđ ńàď Żăàďňčăąéď ŻĲŻęčâďàď, §âćęňčĲ ďŸ ľňďŻâľęňčĲ čĲ ąáğęăę čęďńâćę ńđď ľőâľđ čĲńŸěç ńàď p_i ąŸă ńđď ğă§Ÿďã ğŸĺęňľåŸ

ľňččĲńŸŹćđńéď, ŻđćŸŻã Ÿď E(^r_n ) = p §âćęňčĲ g(p) = p∑ j=1 Ź_j X_j .

3.3.1 ŚňďŸĺńãľĲăł ľňďŻâľčęň ŽăŸ Żňàďňčăąá ŻĲŻęčâďŸ

Ăł ŻęçčĲ ğáćă ńę DATASET 1, ąŸă âľńà æńă ľőĲŻăáİęňčĲ ńŸ ğęľęľńá p_i ąŸńá ńàď ľňččĲńŸ- Źćđńéď x_i.

ĹČĎĂ: Ńãğàł ňğáĺőĲă ęčęăæńđńŸ čĲ ńę ŽĺáŋđčŸ ńđł Ÿ§ĺęăľńăąãł ľňďáĺńđľđł ąŸńŸďęčãł ; ĞŸ čğęĺęçľŸčĲ ďŸ ęĺåľęňčĲ ńđď ľňďáĺńđľđ ľňďŻâľčęň ďŸ ĲåďŸă g(p) = ˘^{−1}(p) = x , Ÿććá Ÿňńæ ĲåďŸă ğęćç ğĲĺăęĺăľńăąæ, ŻĲď čŸł ŻåďĲă ĲćŸľńăąæńđńŸ ŽăŸńå đ ŽĺŸččã ĲåďŸă ľńŸ§Ĳĺã. ĞĲàĺĲåľńĲ ńđď g(p) = ˘^{−1}(p) = Ÿ + Źx æğęň ńę Ÿ čŸł ĲğăńĺâğĲă ďŸ ąăďęçčŸľńĲ ľńęď áěęďŸ ńàď x ąŸă ńę Ź ĺň§čåİĲă ńđď ąćåľđ, ľĲ ŸďńăľńęăőåŸ čĲ ńđď Ÿğćã ŽĺŸččăąã ğŸćăďŻĺæčđľđ. Ăňńæł ę ľçďŻĲľčęł ĲåďŸă Žďàľńæł ľŸď probit ľçďŻĲľčęł. ŚđčĲăéľńĲ ńđď ľňččĲńĺåŸ ĲğĲăŻã g(p) = −g(1 − p).

3.4 ĎĺčđďĲåŸ ńàď ľňďŸĺńãľĲàď ľňďŻâľčęň ŽăŸ Żăàďňčăąá ŻĲŻęčâďŸ

ìĎľńà æńă ĲąńĲćęçčĲ âďŸ ğĲåĺŸčŸ ŽăŸ ďŸ ąŸ§ęĺåľęňčĲ ńđď ńęěăąæńđńŸ ąáğęăŸł ęňľåŸł. ČåďęňčĲ ĲğåğĲŻŸ ľňŽąâďńĺàľđł X_i; i = 1; . . . ; N ńđł ęňľåŸł ľĲ n_i ğĲăĺŸčŸńăąâł čęďáŻĲł, ąŸă ğŸĺŸńđĺęçčĲ ąáğęăŸ Żăàďňčăąã Ÿğæąĺăľđ (ğ.ő. §áďŸńęł). ĆăŸ ąá§Ĳ čęďáŻŸ ňğáĺőĲă âďŸ ĲğåğĲŻę ľňŽąâďńĺàľđł ąáńà Ÿğæ ńę ęğęåę ľňčŹŸåďĲă đ Ÿğæąĺăľđ ąŸă ğáďà Ÿğæ ńę ęğęåę đ Ÿğæąĺăľđ ŻĲď ľňčŹŸåďĲă. Ăňńã đ ńăčã ęďęčáİĲńŸă Ÿďęőã (Tolerance), ąŸă ńđď ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ć. ìĂĺŸ

y = 0 Ÿď ć < x_i y = 1 Ÿď ć ≥ x_i

ĞĲàĺęçčĲ ńéĺŸ ńęď ğćđ§ňľčæ æćàď ńàď čęďáŻàď, ąŸă ğĺęŋŸďéł čâľŸ ľĲ Ÿňńæď ńęď ğćđ§ňľčæ đ Ÿďęőã ğęăąåććĲă. ìĎľńà f(ć) đ ľ.ğ.ğ. ńàď Ÿďęőéď. Śńęď ğćđ§ňľčæ, ńę ğęľęľńæ ğęň ŸğęąĺåďĲńŸă ľĲ Żæľđ čĲŽâ§ęňł x_i ĲåďŸă ľňďĲğéł

p_i = P_r(ć ≤ x_i) =

∫_{xi} 0 f(ć)dć

(ČđćŸŻã Ĳáď ŻĲď ňğãĺőĲ čĲńŸŹćđńæńđńŸ ńàď Ÿďęőéď ľńęď ğćđ§ňľčæ, æćŸ ńŸ x_i §Ÿ ãńŸď ã čăąĺæńĲĺŸ ńđł Ÿďęőãł ąŸă §Ÿ ĲåőŸčĲ p_i = 0 ã čĲŽŸćçńĲĺŸ ąŸă §Ÿ ĲåőŸčĲ p_i = 1).

ŠéĺŸ §ĲàĺĲåľńĲ ĲğåğĲŻŸ ľňŽąâďńĺàľđł x_1 < x_2 < . . . < x_N (ğă§Ÿďéł čĲńá Ÿğæ ąáğęăę čĲńŸľőđčŸńăľčæ, ğ.ő. log) ąŸă âľńà æńă đ ąŸńŸďęčã Ÿďęőãł ĲåďŸă ć ∼ N(č; ľ^2)(= f(ć)). ĆăŸ i = 1; . . . ; N; n_i ğĲăĺŸčŸńăąâł čęďáŻĲł ĲğăćâŽęďńŸă Ÿğæ ńęď ğćđ§ňľčæ ąŸă ćŸčŹáďęňď ĲğåğĲŻŸ ľňŽąâďńĺàľđł x_i. Ę ğă§ŸďæńđńŸ ńđł Ÿğæąĺăľđł ŻåďĲńŸă Ÿğæ

p_i = P_r (ć ≤ x_i) = = ∫_{xi} −∞ 1 √ 2ğľ^2 exp [ −^1_{2ľ2} (ć − č)^2 ] dć =˘

(_{xi−č} ľ ) Ő Ÿĺă§čæł ńàď ŸğęąĺåľĲàď Y_i âőĲă Żăàďňčăąã ąŸńŸďęčã čĲ ğŸĺŸčâńĺęňł n_i ąŸă p_i, Żđć.

Y_i ∼ B(n_i; P_i); i = 1; . . . ; N. ŚňďĲğéł

˘^{−1}(p_i) = x_i ľ − č ľ = Źx_i + Ÿ

æğęň Ÿ =^{−č}_ľ ąŸă Ź =^1_ľ . ìĂĺŸ đ ľňďáĺńđľđ ľňďŻâľčęň g( : ) ĲåďŸă ˘^{−1}( : ), ąŸă Ÿňńæ ńę čęďńâćę ĲåďŸă âďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ńęň čęďńâćęň probit. Ę ńăčã x = č ąŸćĲåńŸă đ ŻăáčĲľęł §Ÿďáľăčđ Żæľđ, (median lethal dose), ľňčŹęćåİĲńŸă LD50, ąŸă ŸďńăľńęăőĲå ľńđď ŸğŸăńęçčĲďđ Żæľđ ďŸ ľąęńéľĲă ąŸńá čâľę æĺę ńăł čăľâł ğĲăĺŸčŸńăąâł čęďáŻĲł.

Ďáď đ ąŸńŸďęčã Ÿďęőãł f(ć) ĲåďŸă ęčęăæčęĺŋđ ľńę ŻăáľńđčŸ [ć_1; ć_2], ńæńĲ

p_i =

∫_{xi}

ć_1

f(ć)dć = x_i − ć_1 ć_2 − ć_1

ŽăŸ ć_1 ≤ x_i ≤ ć_2

ğęň ĲåďŸă ńđł čęĺŋãł p_i = Ÿ + Źx_i čĲ

Ÿ = − ć_1 ć_2 − ć_1 ąŸă Ź = 1 ć_2 − ć_1

- Ğňčđ§ĲåńĲ ńđď ľňİãńđľđ ńđł ŸďĲğáĺąĲăŸł Ÿňńęç ńęň čęďńâćęň ľńđď ğŸĺáŽĺŸŋę 3.2.

ìĎďŸ čęďńâćę ğęň ŻåďĲă Ÿĺă§čđńăąá ŸğęńĲćâľčŸńŸ ğŸĺæčęăŸ ńęň čęďńâćęň probit, Ÿććá ğęň ĲåďŸă ňğęćęŽăľńăąá ĲňąęćæńĲĺę, ĲåďŸă ńę ćęŽăľńăąæ (logistic ã logit) čęďńâćę. Ę ąŸńŸďęčã Ÿďęőãł ĲåďŸă đ ćęŽăľńăąã ąŸńŸďęčã.

f(ć) =

Ź exp(Ÿ + Źć) [1 + exp (Ÿ + Źć)]^2

; −∞ < ć < ∞:

ŚĲ Ÿňńã ńđ ğĲĺåğńàľđ

p_i = P_r(ć ≤ x_i) = ∫_{xi} −∞ Ź exp (Ÿ + Źć) [1 + exp (Ÿ + Źć)]^2 dć

= [ exp (Ÿ + Źć) 1 + exp(Ÿ + Źć)

]_{xi} −∞ = exp(Ÿ + Źx^i) 1 + exp(Ÿ + Źx_i)

ğęň ŻåďĲă ńđď ľňďáĺńđľđ ľňďŻâľčęň log ( p_i 1 − p_i ) = Ÿ + Źx_i

ŻđćŸŻã âďŸ ŽĺŸččăąæ čęďńâćę ľĲ ľőâľđ čĲ ńŸ log ( p_i 1 − p_i ) (= logits). Ăňńæ ńę čęďńâćę őĺđľăčęğęăĲåńŸă ğęćç ľňőďá ľńŸ Żăàďňčăąá ŻĲŻęčâďŸ.

ìĂććĲł ľňďŸĺńãľĲăł ľňďŻâľčęň ğĺęâĺőęďńŸă Ÿğæ ŻăŸŋęĺĲńăąâł Ÿ§ĺęăľńăąâł ľňďŸĺńãľĲăł ąŸńŸďęčéď. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, Ÿğæ ńđď ąŸńŸďęčã Ÿąĺęńáńàď (extreme value distribution)

f(ć) = Źexp[(Ÿ + Źć) − exp(Ÿ + Źć)]

ęŻđŽęçčŸľńĲ ľńđď

p_i = 1 − exp(1 − e^{Ÿ+Źői} ) ⇒⇒ log[− log(1 − p_i)] = Ÿ + Źx_i:

Ő ğŸĺŸğáďà ľçďŻĲľčęł ĲåďŸă Žďàľńæł ľŸď ľňčğćđĺàčŸńăąæł log-log ľçďŻĲľčęł (Complementary log - log link function). Ăňńæ ńę čęďńâćę ĲåďŸă ğŸĺæčęăę čĲ ńę ćęŽăľńăąæ ąŸă probit ŽăŸ ńăčâł ńęň p ąęďńá ľńę 1=2, Ÿććá ŻăŸŋâĺĲă ąęďńá ľńę 0 ąŸă 1. ŚđčĲăéľńĲ Ĳğåľđł æńă ĲåďŸă ľňččĲńĺăąæ Žçĺà Ÿğæ ńę p = 1=2 ľŸď ńăł ľňďŸĺńãľĲăł probit ąŸă ćęŽăľńăąã.

3.4.1 ŚőæćăŸ

(1) Ŕęććęå ĲğăľńãčęďĲł, ąňĺåàł ĲğăŻđčăęćæŽęă, ğĺęńăčęçď ďŸ ľąâŋńęďńŸă őĺđľăčęğęăéďńŸł ćæŽęňł ľňčğćđĺàčŸńăąéď ğă§Ÿďęńãńàď (odds):

O_i = p_i 1 − p_i

; i = 1; . . . ; N

ğ.ő. 3 ğĺęł 1 ňğâĺ ⇒^{pi}_{1−pi} = 3 ⇒ p_i =^3_4 3 ğĺęł 1 ąŸńá ⇒^{pi}_{1−pi} =^1_3 ⇒ p_i =^1_4

ĎğĲăŻã 0 ≤ O_i ≤ ∞ ę ćęŽăąæł ľçďŻĲľčęł ćçďĲă ğă§Ÿďá ğĺęŹćãčŸńŸ. ŔĺęľâěńĲ ńéĺŸ æńă log (_{pi}

1−p_i ) = logit(p_i) ∈ (−∞; ∞) ąŸă log (_{pi}

1−p_i ) = log 3 = 1:1 log (_{pi}

1−p_i ) = log(^1_3 ) = − log 3 = −1:1

(2) ĆăŸ 2x2 ğåďŸąĲł, đ őĺãľđ ńęň logit ľňďŻâľčęň ğĺęńĺâğĲă ľĲ čåŸ ğĺęŋŸďã ğęľæńđńŸ ğęň ĲåďŸă ĲďŻăŸŋâĺęňľŸ, ńđď ŻăŸŋęĺá ńàď logit:

Č = log

(_{p1}

1−p_1 ) − log

(_{p2}

1−p_2 ) = log

(_{p1 (1−p2)}

p_2 (1−p_1) ) ĞŸ ęďęčáİęňčĲ ńę Č \ČăŸŋęĺá ćæŽęň ľňčğćđĺàčŸńăąéď ğă§Ÿďęńãńàď". ŔĺęľâěńĲ æńă ńę Č čŸł ŻđćéďĲă Ÿğćéł ńđď ŻăŸŋęĺá čĲńŸěç ńàď ćæŽàď ľňčğćđĺàčŸńăąéď ğă§Ÿďęńãńàď, ŻĲď čŸł ŻåďĲă ğćđĺęŋęĺåĲł ŽăŸ ńŸ p_i. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, âľńà Č = 1. ŠæńĲ Ĳáď p_1 = 0:1 ⇒ p_2 = 0:04, Ĳďé Ĳáď p_1 = 0:5 ⇒ p_2 = 0:27. Ăňńæ ŹâŹŸăŸ ĲåďŸă ćęŽăąæ, čăŸ ąŸă őĺĲăŸİæčŸľńĲ ńęňćáőăľńęď Żçę ğęľæńđńĲł Ÿğæ ńăł p_1; p_2 ąŸă Č ŽăŸ ďŸ ąŸ§ęĺåľęňčĲ ĲďńĲćéł ńđď ąŸńŸďęčã.

3.5 ĎčğĲăĺăąæł ćęŽăľńăąæł čĲńŸľőđčŸńăľčæł

ìĎőęňčĲ ŻĲå æńă ę ąçĺăęł ľçďŻĲľčęł ŽăŸ ńŸ Żăàďňčăąá ŻĲŻęčâďŸ ĲåďŸă ę ćęŽăľńăąæł ľçďŻĲľčęł g(p_i) = log(^{pi}_{1−pi} ). Śňďã§àł ŸĺőåİęňčĲ ńđď Ÿďáćňľđ ŸğęąńéďńŸł ĲąńăčãńĺăĲł ńàď logit ŻăŸ čâľęň ńàď Ĳąńăčđńĺăéď ńęň ŻĲåŽčŸńęł. Ăňńâł ĲåďŸă őĺãľăčĲł ŽăŸ ńęď ľőĲŻăŸľčæ ąŸńá ńàď ľňččĲńŸŹćđńéď ã ğŸĺŸŽæďńàď ŽăŸ ńđď ĲěŸŽàŽã ľňčğĲĺŸľčáńàď ŽăŸ ğă§Ÿďâł ľőâľĲăł. ĎğĲăŻã ĲąńăčęçčĲ p_i čĲ ^p_i =^{ri}_{ni} , čăŸ ğĺęŋŸďãł ĲąńăčãńĺăŸ §Ÿ ãńŸď

Z_i = log

(_{ri}

n_i

1 −^{ri}_{ni} ) = log

( r_i

n_i − r_i )

Čňľńňőéł ňğáĺőĲă âďŸ ğă§Ÿďæ ğĺæŹćđčŸ, ľńăł ğĲĺăğńéľĲăł ğęň r_i = 0 ã r_i = n_i. ĆăŸ Ÿňńæ ęĺåİęňčĲ ńęď ńĺęğęğęăđčâďę ĲčğĲăĺăąæ logit , čĲ

Z_i = log ( r_i +^1_2 n_i − r_i +^1_2 )

3.6 ŚňčğĲĺŸľčŸńęćęŽåŸ ŽăŸ ćęŽăľńăąã ğŸćăďŻĺæčđľđ

Ăď ĲąńăčãľęňčĲ ńăł ğŸĺŸčâńĺęňł (âľńà Ÿ; Ź) čĲ ĎŃŔ, ńæńĲ ęă ĲąńăčãńĺăĲł ĲåďŸă Ÿľňčğńàńăąá ąŸďęďăąâł. ŚňďĲğéł ŻăŸľńãčŸńŸ Ĳčğăľńęľçďđł ŽăŸ ńăł ğŸĺŸčâńĺęňł âőęňď ńđď čęĺŋã ^Ź ± Z_{Ÿ=2} × ńňğ:ľŋáćčŸ (^Ź)

æğęň Ě_{Ÿ=2} =

∫_{ZŸ=2} −∞ ffi(t)dt = 1 − Ÿ=2:

Ę ğŸĺŸğáďà ľőâľđ ĲğăńĺâğĲă ğĺęľĲŽŽăľńăąęçł ĲćâŽőęňł, æğàł H_0 : Ź = 0 ą.ć.ğ. ŃğęĺęçčĲ Ĳğåľđł ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńęď âćĲŽőę ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď, ğ.ő. ďŸ ŹĺęçčĲ ńđď Deviance čĲńŸěç Żçę ĲŽąćàŹăľčâďàď čęďńâćàď ąŸă ďŸ ńđď ľňŽąĺåďęňčĲ čĲ ńđď X^2_a ąŸńŸďęčã čĲ ŹŸ§čęçł ĲćĲň§ĲĺåŸł åľęňł čĲ ńđď ŻăŸŋęĺá ŻăŸľńáľĲàď čĲńŸěç ńàď Żçę čęďńâćàď.

3.7 ĎŃŔ ŽăŸ ćęŽăľńăąã ğŸćăďŻĺæčđľđ

ĞĲàĺĲåľńĲ ńę čęďńâćę

logit ( p_i 1 − p_i ) = Ÿ + Źx_i; i = 1; . . . ; N

ìĎľńà æńă ĲďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ŽăŸ ńăł ĎŃŔ ŽăŸ Ÿ ąŸă Ź ąŸă âľńà L(Ÿ; Ź) đ ğă§ŸďęŋáďĲăŸ.

L(Ÿ; Ź) ∝

∏_N

i=1 p^{ri}_i (1 − p_i)^{ni −ri} ⇒ ⇒ log L =

∑_N

i=1 [r_i log p_i + (n_i − r_i) log(1 − p_i)]

ŠéĺŸ, p_i = e^{Ÿ+Źxi} 1 + e^{Ÿ+Źxi} : ìĂĺŸ, log L =

∑_N

i=1 r_i log

(_{eŸ+Źxi}

1+e^{Ÿ+Źxi} ) + (n_i − r_i) log

(_1

1+e^{Ÿ+Źxi} ) = = ∑_N

i=1 r_i(Ÿ + Źx_i) − n_i log(1 + e^{Ÿ+Źxi} ) :

ìĂĺŸ,

§ log L

§Ÿ = 0 ⇒

∑_N i=1 ( r_i −^{ni eŸ̂+Ź̂xi}

1+e^{Ÿ̂+Ź̂xi} ) = 0 § log L

§Ź = 0 ⇒

∑_N i=1 ( r_ix_i −^{nixieŸ̂+Ź̂xi}

1+e^{Ÿ̂+Ź̂xi} ) = 0

Őă ğŸĺŸğáďà ĲěăľéľĲăł ŻĲď ĲåďŸă ŻňďŸńæď ďŸ ćň§ęçď ŸďŸćňńăąá, Ÿććá ćçďęďńŸă ŻăŸčâľęň ľńŸńăľńăąéď ğŸąâńàď Ÿĺă§čđńăąá.

3.8 Šçğęă čęďńâćàď ćęŽăľńăąãł ğŸćăďŻĺæčăľđł

ŚĲ ŸďŸćęŽåŸ čĲ ńŸ ąŸďęďăąá ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ, čğęĺęçčĲ ďŸ ğĺęľŸĺčæľęňčĲ ńŸ ğŸĺŸąáńà ćęŽăľńăąá čęďńâćŸ:

(A) log

(_{pi}

1−p_i ) = Ÿ + Źx_i ; i = 1; . . . ; N

(B) log

(_{pi}

1−p_i ) = { č č + Ÿ_i ; i = 1 i = 2; . . . ; N }

Šę (A) ŸďńăľńęăőĲå ľńđď ŽĺŸččăąã ğŸćăďŻĺæčđľđ ąŸă ńę (Ą) ľńđď Ÿďáćňľđ ŻăŸľğęĺáł ąŸńá âďŸ ğŸĺáŽęďńŸ. ìĎľńà æńă âőęňčĲ ğĲăĺáčŸńŸ čĲ čăŸ ľňččĲńŸŹćđńã (ğ.ő. ĲğåğĲŻę ŻęľęćđŕåŸł ã đćăąåŸ) ąŸă âďŸ ğŸĺáŽęďńŸ (ğ.ő. ŋçćę). ìĎľńà æńă i = 1; . . . ; N ľňčŹęćåİĲă ńăł ľňččĲńŸŹćđńâł ąŸă j = 1; 2 ńŸ ĲğåğĲŻŸ ńęň ğŸĺáŽęďńŸ. log ( p_{ij} 1 − p_{ij} ) = { Ÿ_1 + Źx_i ; i = 1; . . . ; N ; j = 1 Ÿ_2 + Źx_i ; i = 1; . . . ; N ; j = 2

ĎŻé âőęňčĲ âďŸ ľŸŋã ľňľőĲńăľčæ čĲ čęďńâćŸ ANCOVA (Ÿďáćňľđ ľňďŻăŸąçčŸďľđł). ŃğęĺęçčĲ Ĳğåľđł ďŸ ľňčğĲĺăćáŹęňčĲ áććĲł ğĲĺăğńéľĲăł æğàł \čã ğŸĺáććđćĲł Ĳň§ĲåĲł" ą.ć.ğ.

3.9 ŃęďńâćŸ ćęŽăľńăąãł ğŸćăďŻĺæčđľđł ŽăŸ ğåďŸąĲł 2×I×J.

ìĎľńà æńă âőęňčĲ Żăàďňčăąã Ÿğæąĺăľđ čĲ Żçę ğŸĺáŽęďńĲł A ąŸă Ą ğęň âőęňď I ąŸă J ĲğåğĲŻŸ ŸďńåľńęăőŸ. ìĎľńà Ĳğåľđł p_{ij} đ ğă§ŸďæńđńŸ ĲğăńňőåŸł ŽăŸ ńę (i; j)−ľńæ Żňàďňčăąæ ğĲåĺŸčŸ. ĞĲàĺęçčĲ ńŸ ğŸĺŸąáńà čęďńâćŸ:

(1) M_1: ŃđŻĲďăąæ čęďńâćę, (Null model)

logit(p_{ij} ) = č; i = 1; . . . ; I; j = 1; . . . ; J

Šę ğŸĺŸğáďà čęďńâćę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ ğă§ŸďæńđńŸ ĲğăńňőåŸł ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńđ ńàď Żçę ğŸĺŸŽæďńàď, ąŸă âőĲă čăŸ ğŸĺáčĲńĺę.

(2) M_2: Ę ğă§ŸďæńđńŸ ĲğăńňőåŸł ĲěŸĺńáńŸă čæďę Ÿğæ ńęď ğŸĺáŽęďńŸ Ă :

logit(p_{ij} ) = { č ; i = 1 ; j = 1; . . . ; J č + Ÿ_i ; i = 2; . . . ; I ; j = 1; . . . ; J

Őă ğŸĺáčĲńĺęă ĲŻé ĲåďŸă I.

(3) M_3: Ę ğă§ŸďæńđńŸ ĲğăńňőåŸł ĲěŸĺńáńŸă Ÿğæ ńęď ğŸĺáŽęďńŸ Ą čæďę:

logit(p_{ij} ) = { č ; i = 1; . . . ; I ; j = 1 č + Ź_j ; i = 1; . . . ; I ; j = 2; . . . ; J

ĎŻé âőęňčĲ J ğŸĺŸčâńĺęňł.

(4) M_4 : Ę ğă§ŸďæńđńŸ ĲğăńňőåŸł ĲěŸĺńáńŸă ąŸă Ÿğæ ńęňł Żçę ğŸĺáŽęďńĲł:

logit(p_{ij} ) = č i = 1 ; j = 1 č + Ÿ_i i = 2; . . . ; I ; j = 1 č + Ź_j i = 1 ; j = 2; . . . ; J č + Ÿ_i + Ź_j i = 2; . . . ; I ; j = 2; . . . ; J

ĎŻé âőęňčĲ (I − 1) + (J − 1) + 1 ğŸĺŸčâńĺęňł.

(5) M_5: ĽęĺĲľčâďę čęďńâćę.

logit(p_{ij} ) = č i = 1 ; j = 1 č + Ÿ_i i = 2; . . . ; I ; j = 1 č + Ź_j i = 1 ; j = 2; . . . ; J č + Ÿ_i + Ź_j + (ŸŹ)_{ij} i = 2; . . . ; I ; j = 2; . . . ; J

Őă ğŸĺáčĲńĺęă ńęň ąęĺĲľčâďęň čęďńâćęň ĲåďŸă

(I − 1) + (J − 1) + 1 + (I − 1)(J − 1) = IJ:

ŠŸ ĲŽąćàŹăľčâďŸ čęďńâćŸ čğęĺęçď ďŸ ğĲĺăŽĺŸŋęçď ŽĺŸŋăąá.

ĂďáćęŽŸ čęďńâćŸ čğęĺęçčĲ ďŸ ğĺęńĲåďęňčĲ ąŸă ŽăŸ áććĲł ľňďŸĺńãľĲăł ľňďŻâľčęň (ğ.ő. probit ą.ć.ğ.).

3.10 ŚőæćăŸ ŽăŸ ńđď ğĺęľŸĺčęŽã ńàď čęďńâćàď

(1) ìŐĺęă ŸććđćĲğåŻĺŸľđł ĂććđćĲğåŻĺŸľđ ğĺéńęň ŹŸ§čęç : ĎĺčđďĲçĲńŸă ľŸď ńđď \Żęčã ğâĺŸď Ÿňńãł ğęň ŻåďĲńŸă Ÿğæ ńđď Ÿğćã ğĺęľ§ĲńăąæńđńŸ ńàď ğŸĺŸŽæďńàď æńŸď Żĺęçď őàĺăľńá ".

ĂććđćĲğåŻĺŸľđ ŻĲçńĲĺęň ŹŸ§čęç: \đ Żęčã Ĳğăğćâęď ńđł Ÿğćãł ğĺęľ§ĲńăąæńđńŸł ńàď ğŸĺŸ- Žæďńàď ąŸă ńđł ŸććđćĲğåŻĺŸľđł ğĺéńęň ŹŸ§čęç".

ìŐćŸ ńŸ čęďńâćŸ ğęň âőęňčĲ §ĲàĺãľĲă ăąŸďęğęăęçď ńđď Ÿĺőã ńđł ğĲĺă§àĺăęğęåđľđł (principle of marginality). Ďáď âďŸ čęďńâćę ğĲĺăâőĲă âďŸ ľňŽąĲąĺăčâďę æĺę, ńæńĲ ğĲĺăâőĲă æćęňł ńęňł ğĲĺă§éĺăęňł æĺęňł ğĺęł Ÿňńæď: ğ.ő. Ĳáď Ă · Ą ĲåďŸă ğŸĺæď, ńæńĲ Ă ąŸă Ą ĲåďŸă Ĳğåľđł ğŸĺæďńĲł. Śňďã§àł âőęňčĲ ľňčŹęćăľčæ ńđł čęĺŋãł A ∗ B = A + B + A · B ⇒ A ∗ B − A · B ≡ A + B (2) Ďğåľđčęă âćĲŽőęă Ő âćĲŽőęł ńđł ĲğáĺąĲăŸł ńęň ńĺâőęďńęł čęďńâćęň ąŸńá ńęň ąęĺĲľčâďęň ŽåďĲńŸă čĲ ńđď Žďàľńã ľçŽąĺăľđ ńđł Deviance čĲ ńđď ąŸńáććđćđ X^2 ąŸńŸďęčã. ŚđčĲăéľńĲ æńă, ŸŋŸăĺéďńŸł æĺęňł Ÿğæ ŻăŸŋęĺĲńăąá ĲğåğĲŻŸ ęŻđŽęçčŸľńĲ ľĲ ŻăŸŋęĺĲńăąâł čĲńŸŹęćâł ńđł Deviance. ĆăŸ ğŸĺá- ŻĲăŽčŸ, âľńà æńă âőęňčĲ 3 ğŸĺáŽęďńĲł A, B ąŸă C. Ďáď ğĲĺďęçčĲ Ÿğæ ńę čęďńâćę A+B+A·B ľńę čęďńâćę A + B , đ Deviance ŻĲď §Ÿ ĲåďŸă ŸğŸĺŸåńđńŸ đ åŻăŸ čĲ Ÿňńã ńđł ľçŽąĺăľđł ńàď čęďńâćàď A + B + C + A · B ąŸă A + B + C. (3) ĎŽąćàŹăľčâďŸ čęďńâćŸ ŽăŸ 3 ğŸĺáŽęďńĲł

ĞŸ ŸďŸŋĲĺ§ęçčĲ ľĲ ğåďŸąŸ I × J ľňőďęńãńàď Poisson. ŞğĲď§çčăľđ:

P_r (N_{ij} = n_{ij} ) = e^{−mij} m^{nij}_{ij}

n_{ij} !

; i = 1; . . . ; I; j = 1; . . . ; J :

4.1 Ńęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ŽăŸ ğåďŸąŸ I × J

Śňőďá ńę ğĺéńę čęďńâćę ğęň §ĲàĺęçčĲ ĲåďŸă ńę čęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł, Żđć. Ÿňńæ ğęň ňğę§âńĲă æńă ęă ąŸńđŽęĺåĲł ŽĺŸččéď ąŸă ľńđćéď ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł. ŐĺåİęňčĲ ńđď ŸďĲěŸĺńđľåŸ ľŸď ĂďŸčĲďæčĲď. Ÿĺă§čæł ľńę ąĲććå (i; j) = k_i× ĂďŸčĲďæčĲď. Ÿĺă§čæł ľńđď ľńãćđ j ŻđćŸŻã E(N_{ij} ) = m_{ij} = k_iE(N_{+j} ) Ÿććá E(N_{+j} ) = E( I∑ i=1 N_{ij} ) = I∑ i=1 E(N_{ij} ) = m_{+j}

( ŽăŸńå Ĳáď N_i ∼ Poisson(m_i) ⇒ k∑ i=1 N_i ∼ Poisson( k∑ i=1 m_i))

⇒ m_{ij} = k_im_{+j} ⇒ ⇒ ∑_J

j=1 m_{ij} =

∑_J

j=1 k_im_{+j} ⇒ m_{i+} = k_im_{++} ⇒ ⇒ k_i =^{mi+}_{m++} :

ŚňďĲğéł, đ ŸďĲěŸĺńđľåŸ ŽăŸ ğåďŸąŸ Poisson I × J ľňďĲğáŽĲńŸă

m_{ij} = m_{i+}m_{+j}

m_{++} : ŃğęĺĲå ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå (Ÿććá ĲåďŸă ąęğăŸľńăąæ) æńă ęă ĎŃŔ ŽăŸ ŻĲŻęčâďŸ Poisson ĲåďŸă

^m_{ij} = n_{i+}n_{+j} n_{++} :

Ő ľňďęćăąæł Ÿĺă§čæł ńàď ğŸĺŸčâńĺàď ĲåďŸă (I −1)+(J −1)+1 (ŽăŸńå ∑ i m_{i+} = ∑ j m_{+j} = m_{++}

ľçď ńđď m_{++} ) ąŸă đ ŻăŸŋęĺá Ÿğæ ńę ąęĺĲľčâďę (residual degrees of freedom) ĲåďŸă

IJ − {(I − 1) + (J − 1) + 1} = (I − 1)(J − 1):

Ďğåľđł, đ Deviance ĲåďŸă åŻăŸ ľçčŋàďŸ čĲ ńđď 2.6.2. ìĂĺŸ ŽăŸ ğęćňàďňčăąã, ŽăďæčĲďę ğęćňàďňčăąéď ąŸă Poisson ľőãčŸńŸ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł âőęňčĲ ńăł åŻăĲł ğĺęľŸĺčęľčâďĲł ńăčâł, ńăł åŻăĲł Deviance ąŸă åŻăęňł ŹŸ§čęçł ĲćĲň§ĲĺåŸł. Ăňńæ ĲěđŽĲå ŽăŸńå ę \ Ÿğćęäąæł " Pearson X^2 âćĲŽőęł ŸďĲěŸĺńđľåŸł őĺđľăčęğęăĲåńŸă ŸďĲěŸĺńãńàł ńęň ľőãčŸńęł ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł.

Ďąńæł Ÿğæ ńđď ŸďĲěŸĺńđľåŸ, ňğáĺőęňď ğęććâł áććĲł ľőâľĲăł ğęň §Ÿ §âćŸčĲ ďŸ ĲăľáŽęňčĲ ľĲ ąáğęăę čęďńâćę ŻĲŻęčâďàď Poisson. Ğňčđ§ĲåńĲ æńă ľńŸ ŻĲŻęčâďŸ Żăàďňčăąãł ąŸńŸďęčãł ĲďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ŽăŸ čęďńâćŸ ğęň ąŸ§ęĺåİęňď ľőâľĲăł ńàď ğă§Ÿďęńãńàď \ĲğăńňőåŸł " p_i. ìŐńŸď âőęňčĲ ŻĲŻęčâďŸ Poisson ğĺęľğŸ§ęçčĲ ďŸ ľňľőĲńåľęňčĲ ńęňł čâľęňł ńàď ąĲććăéď m_{ij}. ìĎőęňčĲ m_{ij} > 0 ľňďĲğéł, ľĲ ľőâľđ čĲ ńŸ ŽĲďăąĲňčâďŸ ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ, §âćęňčĲ čăŸ ľňďáĺńđľđ ľňďŻâľčęň g ńâńęăŸ éľńĲ −∞ < g(m_{ij} ) < ∞ ąŸă čĲńá ğĺęľŸĺčæİęňčĲ čęďńâćŸ ńđł čęĺŋãł g(m_{ij} ) = ∑ k X_kŹ_k . ŠŸ čęďńâćŸ ğęň §Ÿ čĲćĲńãľęňčĲ ľńđď ľňďâőĲăŸ ĲåďŸă ăŻăŸåńĲĺŸ

őĺãľăčŸ ŽăŸńå Ĳąńæł Ÿğæ ŻĲŻęčâďŸ Poisson, čğęĺęçď Ĳğåľđł ďŸ őĺđľăčęğęăđ§ęçď ŽăŸ ŻĲŻęčâďŸ ğęćňàďňčăąãł ąŸńŸďęčãł ã Žăďęčâďęň ğęćňàďňčăąéď ąŸńŸďęčéď.

4.2 ŁęŽŸĺă§čăąá ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ (log-linear models)

Ę ŸďĲěŸĺńđľåŸ ĲåďŸă ăľęŻçďŸčđ čĲ m_{ij} =^{mi+m+j}_{m++} : Ăňńæ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ŽăŸ i = 1; . . . ; I; j = 1; . . . ; J;

log m_{ij} = log m_{i+} + log m_{+j} − log m_{++} (4.1)

ąŸă Ÿąęćęç§àł ľńăł ğŸĺŸąáńà ĲěăľéľĲăł:

I^{−1} ∑ i log m_{ij} = I^{−1} ∑ i log m_{i+} + log m_{+j} − log m_{++} (4.2)

J^{−1} ∑ j log m_{ij} = log m_{i+} + J^{−1} ∑ j log m_{+j} − log m_{++} (4.3)

(IJ)^{−1} ∑ i ∑ j log m_{ij} = I^{−1} ∑ i log m_{i+} + J^{−1} ∑ j log m_{+j} − log m_{++} (4.4)

Ăğæ (2) ⇒ log m_{i+} = J^{−1} ∑ j log m_{ij} − J^{−1} ∑ j log m_{+j} + log m_{++} (4.5)

Ăğæ (1) ⇒ log m_{+j} = I^{−1} ∑ i log m_{ij} − I^{−1} ∑ i log m_{i+} + log m_{++} (4.6)

ĂďńăąŸ§ăľńéďńŸł (3.5) ąŸă (3.6) ľńđď (3.1) âőęňčĲ:

log m_{ij} = log m_{i+} + log m_{+j} − log m_{++} = = J^{−1} ∑ j log m_{ij} − J^{−1} ∑ j log m_{+j} + log m_{++} + + ( I^{−1} ∑ i log m_{ij} − I^{−1} ∑ i log m_{i+} + log m_{++} ) − log m_{++} =

= J^{−1} ∑ j log m_{ij} + I^{−1} ∑ i log m_{ij} − I^{−1} ∑ i log m_{i+} + J^{−1} ∑ j log m_{+j} − log m_{++} Ę ľőâľđ čâľŸ ľńăł ŸŽąçćĲł ćæŽà ńđł (3.4) ăľęçńŸă čĲ (IJ)^{−1} ∑ i ∑ j log m_{ij} . ŚňďĲğéł log m_{ij} = J^{−1} ∑ j log m_{ij} + I^{−1} ∑ i log m_{ij} − (IJ)^{−1} ∑ i ∑ j log m_{ij} (4:7) Ăď ŽĺáŕęňčĲ č_{ij} = log m_{ij} , đ (3.7) ŽåďĲńŸă

č_{ij} = —č_{+j} + —č_{i+} − —č_{++} = = —č_{++} + (—č_{i+} − —č_{++} ) + (—č_{+j} − —č_{++}) (4.8) ŚňďĲğéł, âőęňčĲ ĲąŋĺáľĲă ńę čęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ľŸď Ÿ§ĺęăľńăąæ ľńđď log m_{ij} ąćåčŸąŸ.

ŃğęĺęçčĲ ďŸ ĲąŋĺáľęňčĲ ńđď (3.8) ľŸď

log m_{ij} = č i = 1 ; j = 1 č + Ÿ_i i = 2; . . . ; I ; j = 1 č + Ź_j i = 1 ; j = 2; . . . ; J č + Ÿ_i + Ź_j i = 2; . . . ; I ; j = 2; . . . ; J ąŸă âőęňčĲ ŸďńăľńęăőåŸ čĲ čęďńâćę ANOVA őàĺåł ŸććđćĲğăŻĺáľĲăł ąŸńá Żçę ğŸĺáŽęďńĲł ŽăŸ ľňďĲőã ŻĲŻęčâďŸ.

ŚđčĲăéľńĲ æńă âőęňčĲ (I − 1) + (J − 1) + 1 ğŸĺŸčâńĺęňł.

4.3 Śőâľđ čĲńŸěç čęďńâćàď ćęŽăľńăąãł ğŸćăďŻĺæčđľđł ąŸă ćęŽŸĺă§čăąá ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ.

ìĎľńà æńă âőęňčĲ Żăàďňčăąã Ÿğæąĺăľđ čĲ I ĲğåğĲŻŸ ŸŽàŽãł:

ĂŔŐĽŘĹŚĘ ŇĂĹ ŐŢĹ ŚŞŇŐŁŐ 1 n_{11} n_{12} n_{1+} ĎŔĹŔĎČĂ 2 n_{21} n_{22} n_{2+}

ĂĆŮĆĘŚ . . . . . . . . I n_{I1} n_{I2} n_{I+}

Ăď ňğę§âľęňčĲ æńă ŻăĲěãő§đ âďŸ Żăàďňčăąæ ğĲåĺŸčŸ ŽăŸ ąá§Ĳ ĲğåğĲŻę ŸŽàŽãł (Żđć. ńŸ n_{i+} ĲåďŸă ńŸ ľńŸ§Ĳĺá), ńæńĲ čğęĺęçčĲ ďŸ ŸďŸćçľęňčĲ ńŸ ŻĲŻęčâďŸ őĺđľăčęğęăéďńŸł čęďńâćŸ ćęŽăľńăąãł ğŸćăďŻĺæčđľđł. ŚĲ Ÿňńã ńđď ęăąęŽâďĲăŸ ńàď čęďńâćàď, ńę čęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ŻåďĲńŸă Ÿğæ log ( p_i 1 − p_i ) = č; i = 1; . . . ; I:

Šę čęďńâćę log ( p_i 1 − p_i ) = { č i = 1 č + Ÿ_i i = 2; . . . ; I:

(ąęĺĲľčâďę čęďńâćę) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ ğă§ŸďæńđńŸ §Ĳńăąãł Ÿğæąĺăľđł ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąã ľĲ ŻăŸŋęĺĲńăąá ĲğåğĲŻŸ ŸŽàŽãł.

ŠéĺŸ Ÿł ňğę§âľęňčĲ æńă ąŸńá ńđď ŻăáĺąĲăŸ čăŸł ğĺęąŸ§ęĺăľčâďđł őĺęďăąãł ğĲĺăæŻęň ľňććâŽęňčĲ ŻĲŻęčâďŸ ŽăŸ ĲğåğĲŻŸ ŸŽàŽãł. ĎŻé ńę ľçďęćę N_{++} ĲåďŸă ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã ąŸă âőęňčĲ ğŸĺŸńđĺãľĲăł ľĲ 2I ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł N_{11}; N_{12}; N_{21}; N_{22}; . . . ; N_{I1}; N_{I2}. ŃğęĺęçčĲ ďŸ ĲěĲńáľęňčĲ ľőâľĲăł ľńŸ ŻĲŻęčâďŸ őĺđľăčęğęăéďńŸł ćęŽŸĺă§čăąá ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ. ĞĲàĺĲåľńĲ ńŸ ĲğæčĲďŸ čęďńâćŸ, čĲ m_{ij} ďŸ ľňčŹęćåİĲă ńęď čâľę ńęň (i; j)−ľńęç ąĲćăęç:

(1) M_0 : log m_{ij} = č; i = 1; . . . ; I; j = 1; 2.

Ăňńæ ńę čęďńâćę §ĲàĺĲå æńă ę ŸďŸčĲďæčĲďęł Ÿĺă§čæł ğŸĺŸńđĺãľĲàď ľĲ ąá§Ĳ ąĲććå ĲåďŸă ľńŸ- §Ĳĺæł (= e^č).

(2) M_1 : log m_{ij} = { č i = 1 ; j = 1; 2 č + Ÿ_i i = 2; . . . ; I ; j = 1; 2

Ăňńæ ńę čęďńâćę ĲåďŸă ąŸńáććđćę Ĳáď ę Ÿĺă§čæł ğŸĺŸńđĺãľĲàď ğęň ŸğęąĺåďęďńŸă §Ĳńăąá ąŸă Ÿĺďđńăąá ĲåďŸă ę åŻăęł ľĲ ąá§Ĳ ŽĺŸččã, Ÿććá ŻăŸŋâĺĲă ŽăŸ ŻăŸŋęĺĲńăąâł ŽĺŸččâł:

e^č e^č e^{č+Ÿ2} e^{č+Ÿ2} . . . . e^{č+ŸI} e^{č+ŸI}

Ăňńæ ńę čęďńâćę ŻăŸńđĺĲå ńę ğĲĺă§éĺăę ńàď ŽĺŸččéď.

(3) M_2 : log m_{ij} = { č i = 1; . . . ; I ; j = 1 č + Ź_j i = 2; . . . ; I ; j = 2

Ăňńæ ńę čęďńâćę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă đ ŸďŸčĲďæčĲďđ ńăčã ŽăŸ ąá§Ĳ ŽĺŸččã ĲåďŸă đ åŻăŸ ľńđď ľńãćđ 1 ąŸă đ ŸďŸčĲďæčĲďđ ńăčã ŽăŸ ąá§Ĳ ŽĺŸččã ĲåďŸă đ åŻăŸ ľńđď ľńãćđ 2 :

e^č e^{č+Ź2} e^č e^{č+Ź2} . . . . e^č e^{č+Ź2}

Ăňńæ ńę čęďńâćę ŻăŸńđĺĲå ńę ğĲĺă§éĺăę ńàď ľńđćéď.

(4) M_3 : Ńęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł

log m_{ij} = č i = 1 ; j = 1 č + Ÿ_i i = 2; . . . ; I ; j = 1 č + Ź_j i = 1 ; j = 2 č + Ÿ_i + Ź_j i = 2; . . . ; I ; j = 2:

Ăňńæ ĲåďŸă ńę čęďńâćę ľńę ęğęåę ąŸńŸćãěŸčĲ ďàĺåńĲĺŸ:

e^č e^{č+Ź2} e^{č+Ÿ2} e^{č+Ÿ2+Ź2} e^{č+Ÿ3} e^{č+Ÿ3+Ź2} . . . . e^{č+ŸI} e^{č+ŸI +Ź2}

ĎŻé ŻăŸńđĺęçďńŸă ąŸă ęă ğĲĺă§éĺăĲł ŽĺŸččéď ąŸă ęă ğĲĺă§éĺăĲł ľńđćéď.

(5) M_4: ĽęĺĲľčâďę čęďńâćę

log m_{ij} = č i = 1 ; j = 1 č + Ÿ_i i = 2; . . . ; I ; j = 1 č + Ź_j i = 1 ; j = 2 č + Ÿ_i + Ź_j + Ž_{ij} i = 2; . . . ; I ; j = 2:

æğęň Ž_{ij} ŻđćéďĲă ńđď ŸććđćĲğåŻĺŸľđ čĲńŸěç Ÿğæąĺăľđł ąŸă ŸŽàŽãł.

4.4 ŚőæćăŸ

(1) ĞĲéĺđčŸ 1: Ăď N_i ∼ p(m_i); i = 1; . . . ; k ąŸă N = [N_1; . . . ; N_k ]^T ; m = [m_1; . . . ; m_k]^T ńæńĲ N | N_+ = n_+ ∼ M_k (n_+; 1 m_+ m) (2) ĞĲéĺđčŸ 2: Ăď N ∼ M_k(n; p) ąŸă N_1 = [N_1; . . . ; N_r]^T (r < k), N_2 = [N_{r+1}; . . . ; N_k]^T , ąŸă æčęăŸ ęĺåľęňčĲ p_1; p_2; n_1; n_2; p_{1+}; p_{2+}; n_{1+}; n_{2+}; N_{1+}; N_{2+} ńæńĲ

(i) N_{1+} ∼ B(n; p_{1+})

(ii) N | ( N_{1+} = n_{1+}ąŸăN_{2+} = n_{2+}) ∼ M_r(n_{1+};^{p1}_{p1+} ) × M_{k−r} ( n_{2+};^{p2}_{p1+} )

(3) ČĲľčĲňčâďđ ľňčğĲĺŸľčŸńęćęŽåŸ : Ăď âďŸł ğåďŸąŸł I × J ŸğęąńăâńŸă Ÿğæ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ Poisson Ÿććá ŻĲď ĲďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ŽăŸ ńđď ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã N_{++}, ńæńĲ đ Ÿďáćňľđ čğęĺĲå ďŸ ğĺęőàĺãľĲă \ŻĲőæčĲďęă æńă" N_{++} ãńŸď Žďàľńæ Ÿğæ ńđď Ÿĺőã æńă ĲåďŸă n_{++}. ČđćŸŻã, Ÿğæ ńę ĞĲéĺđčŸ 1, âőęňčĲ æńă:

P_r(N = n | N_{++} = n_{++}) ∼ M_{IJ} (n_{++}; 1 m_{++} m) Ďğåľđł, Ĳáď ŻĲď ĲďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ŽăŸ ńăł ğĲĺă§éĺăĲł ńàď ŽĺŸččéď N_{i+}, ńæńĲ čğęĺęçčĲ ďŸ ğĺęőàĺãľęňčĲ \ŻĲőæčĲďęă æńă" N_{i+} = n_{i+} ãńŸď Žďàľńæ Ÿğæ ńđď Ÿĺőã. ŚňďĲğéł, Ÿğæ ńđ ŽĲďåąĲňľđ ńęň ĞĲàĺãčŸńęł 2,

P_r (N = n | N_{1+} = n_{1+}; . . . ; N_{I+} = n_{I+}) ∼ I∏ i=1 M_J ( n_{i+};

p_i p_{i+} )

ŻđćŸŻã âőęňčĲ ąŸńŸďęčã Žăďęčâďęň ğęćňàďňčăąéď.

ŠŸ ąåďđńĺŸ ŽăŸ ńŸ ğŸĺŸğáďà ľőæćăŸ ĲåďŸă æńă ŸŋĲďæł čåŸ ňğæ§Ĳľđ čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ĲňąęćæńĲĺę ďŸ ĲćĲŽő§Ĳå ąáńà Ÿğæ âďŸ ğăę ğĲĺăęĺăľčâďę ľőãčŸ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł, ŸŋĲńâĺęň ńŸ čęďńâćŸ ńàď ğăę ğĲĺăęĺăľčâďàď ľőđčáńàď ĲĺčđďĲçęďńŸă ĲňąęćæńĲĺŸ (ğ.ő. ńŸ \ğęćňàďňčăąá" p_{ij} ĲåďŸă ĲňąęćæńĲĺŸ Ÿğæ ńŸ \Poisson" m_{+j} ).

(4) Ŕęćňàďňčăąá ŻĲŻęčâďŸ čĲ ćęŽŸĺă§čăąá ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ. Ăď âďŸł ğåďŸąŸł ľňďáŋĲăŸł ğĺęâĺőĲńŸă Ÿğæ ğęćňàďňčăąã ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ, čğęĺĲå ďŸ ŸďŸćň§Ĳå čĲ ćęŽŸĺă§čăąá ŽĺŸččăąá čęďńâćŸ čĲ ńđď ğĺęèğæ§Ĳľđ æńă őĺđľăčęğęăęçčĲ čęďńâćŸ ğęň ŻăŸńđĺęçď ńę ęćăąæ ľçďęćę. ŔŸĺæčęăę ŸğęńâćĲľčŸ ăľőçĲă ąŸă ŽăŸ ńę ľőãčŸ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł ńęň Žăďęčâďęň ńàď ğęćňàďňčăąéď.

5.1 ŚńŸńăľńăąá ğŸąâńŸ

ŚňďŸŋĲåł Ĳďńęćâł ŽăŸ ľńŸńăľńăąá ğŸąâńŸ ğęň ňğáĺőęňď ľńę ŞğęćęŽăľńăąæ Ľâďńĺę ńęň Ő.Ŕ.Ă. ĲåďŸă

(i) SAS: CATMOD, FREQ, LOGISTIC, MODEL, LOGIST, MLOGIT, MPROBIT.

(ii) SP SS^x: LOGLINEAR, DESIGN, HILOGLINEAR, CROSSTABS, PROBIT.

5.2 ĂľąãľĲăł

(1) ìĎľńà Y_i ŸďĲěáĺńđńĲł ąŸă ńŸňńęńăąá ąŸńŸďĲčđčâďĲł ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł čĲ

E(Y_i) = č_iąŸă y_i = č_i + Ĳ_i; Ĳ_i ∼ N(0; ľ^2):

ŢĺđľăčęğęăĲåľńĲ ńęď âćĲŽőę ğđćåąęň ğă§ŸďęŋŸďĲăéď ďŸ ĲćâŽěĲńĲ Ĳáď đ ňğæ§Ĳľđ H_0 : č_i = č ĲåďŸă ăąŸďęğęăđńăąã ŸğćęçľńĲňľđ ńęň ąęĺĲľčâďęň čęďńâćęň. ŚőęćăáľńĲ ńę ŸğęńâćĲľčŸ - ĲåďŸă Žďéĺăčę ;

(2) ìĎľńà æńă âőęňčĲ ľőãčŸ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł Poisson. ĂğęŻĲåěńĲ æńă ŽăŸ ńę ąęĺĲľčâďę čęďńâćę ăľőçĲă æńă đ ĎŃŔ ŽăŸ ńŸ m_i; i = 1; . . . ; k ŻåďĲńŸă Ÿğæ ^m_i = n_i.

(3) ìĎľńà æńă ńę ľőãčŸ ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸł ĲåďŸă ŽăďæčĲďę ğęćňàďňčăąéď. ĂğęŻĲåěńĲ æńă đ ĎŃŔ ńęň ąęĺĲľčâďęň čęďńâćęň ŻåďĲńŸă Ÿğæ ^p_{ij} =^{nij}_{ni+} ąŸă đ Deviance ĲåďŸă đ åŻăŸ čĲ Ÿňńã ńđł ğęćňàďňčăąãł ąŸńŸďęčãł.

(4) ŇŸ ŹĺĲåńĲ ńăł ĎŃŔ ŽăŸ ńę čęďńâćę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ľńđď ğęćňàďňčăąã ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ, ľĲ ğåďŸąŸ I × J. ìĎńľă, ŽĺáŕńĲ ńăł ğĺęľŸĺčęľčâďĲł ńăčâł.

(5) Śńę DATASET 3 ďŸ ŻăĲěáŽĲńĲ âďŸ Ÿğćæ âćĲŽőę X^2 ŸďĲěŸĺńđľåŸł őĺđľăčęğęăéďńŸł ńăł ğĺęľŸĺčęľčâďĲł ńăčâł ńđł áľąđľđł 4. Ŕęăęå ĲåďŸă ęă ŹŸ§čęå ĲćĲň§ĲĺåŸł ; Ďğåľđł ňğęćęŽåľńĲ ńđď Deviance ąŸă ŻăĲěáŽĲńĲ âďŸď âćĲŽőę ğęň ŹŸľåİĲńŸă ľ’Ÿňńã ńđď ľńŸńăľńăąã ľňďáĺńđľđ. ŚňŽąĺåďŸńĲ ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ľńăł Żçę ğĲĺăğńéľĲăł.

(6) ĆăŸ ńę Żăàďňčăąæ čęďńâćę

r_i = n_iy_i ∼ Čăàďňčăąã(n_i; p_i); i = 1; . . . ; N

ŸğęŻĲåěńĲ æńă đ Deviance ŻåďĲńŸă Ÿğæ

D = 2 ∑ { r_i log ( r_i n_i ^p_i ) + (n_i − r_i) log ( n_i − r_i n_i − n_i ^p_i )

æğęň ńŸ ^p_i ĲåďŸă ęă ĲąńăčãńĺăĲł čĲŽåľńđł ğă§ŸďęŋáďĲăŸł ğęň Ÿğęąńã§đąŸď čĲŽăľńęğęăéďńŸł ńđď p_i = g(Z_{iŹ}) àł ğĺęł Ź ľĲ ąáğęăę čđ- ąęĺĲľčâďę ŽĲďăąĲňčâďę ŽĺŸččăąæ čęďńâćę.

5.3 ĎĺŽŸľåŸ.

ĆăŸ ńŸ DATASET 1, DATASET 2 ąŸă DATASET 3 ğĺęľŸĺčæľńĲ ąŸńáććđćŸ čęďńâćŸ ąŸă ŽĺáŕńĲ ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńá ľŸł ľĲ Żçę čâĺđ: Śńę ğĺéńę, ňğę§âńęďńŸł æńă ŸğĲň§çďĲľńĲ ľńęď Ÿďńåľńęăőę ĲğăľńãčęďŸ ğęň ŻăĲěãŽŸŽĲ ńę ğĲåĺŸčŸ ąŸă ŻĲď ěâĺĲă ąŸ§æćęň ľńŸńăľńăąã. Śńę ŻĲçńĲĺę, ňğę§âńęďńŸł æńă đ ĲĺŽŸľåŸ ľŸł ŸğĲň§çďĲńŸă ľńę ľńŸńăľńăąæ ńčãčŸ ńęň ŐĺŽŸďăľčęç ğęň âąŸďĲ ńę ğĲåĺŸčŸ, æğęň ęă ŸğŸăńãľĲăł ŽăŸ ńĲőďăąâł (ŚńŸńăľńăąâł) ćĲğńęčâĺĲăĲł ĲåďŸă ğęććâł.

ŃğęĺĲåńĲ ďŸ őĺđľăčęğęăãľĲńĲ æğęăę ľńŸńăľńăąæ ğŸąâńę §âćĲńĲ. ĘčĲĺęčđďåŸ ğŸĺáŻęľđł: đčâĺŸ ńàď ĲěĲńáľĲàď.