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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 
 
 
ΠΙΝΑΚΕΣ ΠΟΛΛΑΠΛΩΝ ΚΙΝ∆ΥΝΩΝ 
(MULTIPLE DECREMENT TABLES) 
 
 
 
 Στον πίνακα επιβίωσης θεωρούµε τον αριθµό ζώντων στην κάθε ηλικία x  αρχίζοντας 
από µια οµάδα  γεννήσεων ζώντων που αποτελεί την ρίζα του πίνακα και µελετάµε την 
εξέλιξη (συρρίκνωση) αυτής της οµάδας (γενεάς) λόγω της θνησιµότητας. 
 Το µέγεθος λοιπόν αυτής της αρχικής οµάδας 0  ατόµων ελαττώνεται διαδοχικά λόγω 
των θανάτων ( )n xd . 
 Ο πίνακας επιβίωσης λοιπόν αποτελεί ένα πίνακα ενός µοναδικού κινδύνου, µιας 
µόνο αιτίας συρρίκνωσης: του θανάτου. 
 Συχνά σε δηµογραφικά προβλήµατα θέλουµε να ορίσουµε τον αριθµό ζώντων σε µια 
οµάδα η οποία συρρικνώνεται σαν αποτέλεσµα δύο ή περισσοτέρων παραγόντων (αιτίων 
συρρίκνωσης), πχ. αν η αρχική οµάδα αποτελείται από ένα αριθµό άγαµων, αυτή διαδοχικά 
συρρικνώνεται λόγω της θνησιµότητας και της γαµηλιότητας. Αν η αρχική οµάδα 
αποτελείται από ένα αριθµό εργαζοµένων, αυτή διαδοχικά συρρικνώνεται λόγω της 
θνησιµότητας, των απολύσεων, των παραιτήσεων, ή  της συνταξιοδότησης των µελών της. 
Κάθε ένας από αυτούς τους παράγοντες αποτελεί αιτία εξόδου των µελών από την αρχική 
οµάδα. Ένα άλλο ευρύτατο πεδίο εφαρµογής ενός πίνακα πολλαπλών κινδύνων είναι η 
µελέτη της θνησιµότητας κατά αιτίες θανάτου. Για την κατασκευή τέτοιου πίνακα πρέπει 
λοιπόν να θεωρηθούν περισσότεροι του ενός κίνδυνοι (αιτίες συρρίκνωσης της αρχικής 
οµάδας, αιτίες εξόδου των µελών από την αρχική οµάδα). 
  

4.1 Κατασκευή ενός Πίνακα Πολλαπλών Κινδύνων 
 
 Ας θεωρήσουµε σαν παράδειγµα, µια αρχική οµάδα 10.000 απασχολουµένων ηλικίας 
45 ετών και να µελετήσουµε πώς αυτή η οµάδα διαδοχικά συρρικνώνεται λόγω τριών 
παραγόντων: 1) την θνησιµότητα των µελών της, 2) των απολύσεων και 3) της πρόωρης 
συνταξιοδότησης. 
 Ο πίνακας που ακολουθεί αποτελεί µέρος ενός πίνακα πολλαπλών κινδύνων. 
 

x d d d

45 10.000 28 42 20
46 9910 30 46 24
47 9810 32 54 29
48 9695 37 22 31
49 9605 ... ... ...
... ... ... ... ...

x x
(1)

x
(2)

x
(3)

 
όπου x: η ηλικία 
x  :  ο αριθµός ατόµων ηλικίας x 
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(1)
xd :  οι θάνατοι ατόµων ηλικίας [x, x+1) 
(2)
xd :   οι απολύσεις ατόµων ηλικίας [x, x+1) 
(3)
xd :   οι συνταξιοδοτήσεις ατόµων ηλικίας [x, x+1) 

 
 Έτσι                  (1) (2) (3)

1n x x x xd d d+ = − − −     
 
 και                 (1) (2) (3)

x x x xd d d d= + +     
 
όπου xd : ο συνολικός αριθµός ατόµων που προχωρούν από την οµάδα σε ηλικία του 
διαστήµατος [x, x+1). 
 Να ορίσουµε τώρα την πιθανότητα αποχώρησης από την αιτία i, δεδοµένων των 
υπολοίπων κινδύνων, ατόµων ηλικίας [x, x+1), ( )i

xQ  : 
 

( )
( ) ,    1, 2,3

i
i x
x

x

dQ i= =  

 
 Τα ( )i

xQ  αποκαλούνται εξαρτηµένες πιθανότητες κινδύνων, και είναι εξαρτηµένα 
µεταξύ τους εφ’ όσον: 
 

( )
( )
i x
x x

i x

dQ Q= =∑  

 
 To xQ  αποτελεί την πιθανότητα κάποιας ηλικίας x να αποσπαστεί από τον πληθυσµό 
στο διάστηµα ηλικίας [x, x+n). Βάσει των τιµών αυτών των πιθανοτήτων και των τιµών x  
µπορούν να υπολογιστούν οι υπόλοιπες συναρτήσεις του πίνακα επιβίωσης: 
 

,  ,   
o

xx xL T e  
 
 Παράλληλα µπορούν να υπολογιστούν ανεξάρτητες πιθανότητες κινδύνων, ( )i

xq , από 
την σχέση:  
  

( )
( )

( ) ,    1, 2,3= =
i

i x
x i

x

dq i  

 
 Όπου ( )i

xd  οι αποχωρήσεις από την οµάδα ατόµων ηλικίας     [x, x+1) από την αιτία i, 
και ( )i

x  ο αριθµός ατόµων που θα έφτανε την ακριβή ηλικία x αν στον υπό εξέταση πληθυσµό 
επιδρούσε ο παράγοντας i σαν µόνος κίνδυνος (αιτία συρρίκνωσης). 
 Το ( )i

xq  λοιπόν είναι η πιθανότητα αποχώρησης ατόµων ηλικίας [x, x+1) λόγω της 
αιτίας i, αν αυτή η αιτία ήταν ο µόνος κίνδυνος που επιδρούσε στην υπό εξέταση οµάδα. 
 Τα ( )i

xq  είναι κατά συνέπεια ανεξάρτητα µεταξύ τους. Στο παράδειγµα µας έχουµε: 
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x Q Q Q Q

45 0.00280 0.00420 0.00200 0.0090
46 0.00303 0.00464 0.00242 0.0100
47 0.00326 0.00550 0.00296 0.0118
48 0.00382 0.00227 0.00320 0.0093
49 ... ... ... ...

x
(1)

x
(2)

x
(3)

x

 
 
 
4.2 Σχέσεις µεταξύ (1) ( )και i

x xQ q     
 
 Αν υποθέσουµε οµοιόµορφη κατανοµή των εξόδων από κάθε αιτία µέσα στο 
διάστηµα ηλικίας [x, x+1) τότε προσεγγιστικά ισχύουν οι σχέσεις: 
 

( ) ( ) ( )
( )

1  1
2

i i i
x x x

j i
Q q q

≠

 
= − 

 
∑   (1) 

 
και       

  
(i)

(i) x
x

(i)
(x)

j i

Q q 11 Q
2 ≠

=
− ∑

 (2) 

 
Σηµείωση: Αν κάποιος από τους κινδύνους µπορεί να εξαλειφθεί τότε η αντίστοιχη 
εξαρτηµένη πιθανότητα κινδύνου θα µηδενιστεί, για όλες τις ηλικίες του πίνακα επιβίωσης. 
Κατά συνέπεια και οι εξαρτηµένες πιθανότητες των υπολοίπων κινδύνων θα µεταβληθούν, 
αφού υπάρχει εξάρτηση µεταξύ τους. Σε µια τέτοια περίπτωση τα νέα ( )i

xQ  υπολογίζονται από 
την ακόλουθη διαδικασία. 
 1. Από τα προηγούµενα ( )i

xQ  βάσει της σχέσης (2) υπολογίζονται τα αντίστοιχα ( )i
xq . 

 2. Θέτουµε ( ) k
xq =0. Τα υπόλοιπα ( ) i k

xq
≠  παραµένουν αµετάβλητα εφ’ όσον είναι 

ανεξάρτητα µεταξύ τους. 
 3. Από τα νέα ( )i

xq  υπολογίζονται τα νέα ( )i
xQ  βάσει της σχέσης (1). 

 
 4.3. Σύνοψη των Συναρτήσεων του Πίνακα Πολλαπλών  

 Κινδύνων 
 
 Αν θεωρήσουµε ότι ο πίνακας αναφέρεται στα διαστήµατα ηλικίας εύρους n: [x, x+n) 
τότε έχουµε : 
 

 x : ο αριθµός ατόµων ακριβώς ηλικίας x. 
 

 ( )i
n xd : οι αποχωρήσεις από τον υποθετικό πληθυσµό του πίνακα επιβίωσης σε ηλικίες 
του διαστήµατος [x, x+n). 
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 ( )i
n xQ : η πιθανότητα αποχώρησης από την αιτία i, δεδοµένων των υπολοίπων 
κινδύνων, κάποιας ακριβής ηλικίας x, στο διάστηµα [x, x+n). 

 
 ( )i

x  : ο αριθµός ατόµων που θα έφτανε την ακριβή ηλικία x, αν στο πληθυσµό του 
πίνακα επιβίωσης επιδρούσε σαν µόνος παράγοντας συρρίκνωσης ο κίνδυνος i. 
 ( )i
n xq : η πιθανότητα αποχώρησης λόγω της αιτίας i, στο διάστηµα ηλικίας [x, x+n), αν 
αυτή η αιτία συρρίκνωσης ήταν η µόνη που επιδρούσε στον υποθετικό πληθυσµό του 
πίνακα. 

 
 n xL : o συνολικός αριθµός ετών παραµονής στον πληθυσµό ατόµων ηλικίας του 
διαστήµατος [x, x+n). 

 
 n xT : ο συνολικός αριθµός ετών παραµονής στον πληθυσµό ατόµων ηλικίας [x, w) (w- 

1: η ανώτατη ηλικία). 
 

 
o

xe : αναµενόµενος αριθµός ετών παραµονής στον πληθυσµό, µετά την ηλικία x. 
 
 4.4.Ένταση κινδύνων 
 
 Αν θεωρήσουµε την ηλικία x συνεχή µεταβλητή τότε το x  είναι επίσης µια συνεχής 
συνάρτηση του x. Η ένταση του συνολικού κινδύνου (για το σύνολο των αιτιών 
συρρίκνωσης), µ(x) δίνεται όπως έχει αναφερθεί προηγούµενα, από την σχέση: 
 

( )( )
( )
xx
x
′

µ = −   ή  ( ) ( ( ( ))x n x ′µ = −  

 
 Αν θεωρήσουµε ( )F x τον συνολικό αριθµό αποχωρήσεων από το σύνολο των αιτιών 
που επιδρούν από την ανώτερη ηλικία του πίνακα 0x  µέχρι την ηλικία x, τότε: 
 

0( ) ( ) ( )F x x x= −  
 
Ακόµα              ( ) ( )i

i
F x F x=∑  

 
όπου ( )iF x  είναι η συρρίκνωση από την αιτία i, από την ηλικία 0x  µέχρι την ηλικία x. 
Άρα:              ( ) ( )i

i
F x F x′ ′= ∑    

 
αλλά                          ( ) ( ) ( )F x x x′ = − ⋅µ    
άρα 

( ) ( ) ( )

1( ) ( )
( )

i
i

i
i

x x F x

x F x
l x

′⋅µ = ⇒

′⇒ µ = ⋅

∑

∑
 

Αν ορίσουµε τώρα ( )i xµ  την ένταση του κινδύνου i στην ηλικία x τότε 
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1( ) ( )
( )i ix F x
l x

′µ = ⋅  

 
και                            ( ) ( )i

i
x xµ = µ∑  

 Η ένταση λοιπόν του συνολικού κινδύνου, από το σύνολο των αιτιών ισούται µε το 
άθροισµα των επί µέρους εντάσεων από κάθε αιτία (i). 
 
 4.5 Συντελεστές κινδύνων 
 
 Ο κατά ηλικία συντελεστής θνησιµότητας στον κλασικό πίνακα επιβίωσης ορίζεται 
από την σχέση: 
 

( )
n x

n x x n

x

dm
t dt

+=
∫

 

 

ή                                      
( ) ( )

( )

x n

x
n x x n

x

t m t dt
m

t dt

+

+

⋅ ⋅
= ∫

∫
    

 
 Κατ’ αναλογία ο συνολικός συντελεστής κινδύνων από το σύνολο των αιτιών 
συρρίκνωσης ορίζεται από την ίδια σχέση, ενώ ο κάθε συντελεστής  κινδύνων από κάθε αιτία 
(i) ορίζεται από την σχέση: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

x n
i

in x x
n x x n x n

x x

t t dtdm
t dt t dt

+

+ +

⋅µ ⋅
= = ∫
∫ ∫

 

 
 
Έτσι έχουµε:       ( )

( )

i
n x n x

i
m m=∑    

 
 Όπως µπορεί να παρατηρηθεί από τις εκφράσεις που µόλις προηγήθηκαν ο συνολικός 
συντελεστής κινδύνων n xm  είναι σταθµικός µέσος των επιµέρους εντάσεων των διαφόρων 
κινδύνων µε συντελεστές στάθµισης που συνδέονται µε τον αριθµό ατόµων ( )x t+  σε κάθε 
χρονική στιγµή του διαστήµατος 0 1t≤ ≤ . 
 
 
 4.6. Σχόλια  
 
 Ο πίνακας πολλαπλών κινδύνων αποτελεί ένα σηµαντικό βοήθηµα του δηµογράφου 
στην ανάλυση της θνησιµότητας κατά αιτίες θανάτου, στην ανάλυση γαµηλιότητας, σε 
αναλύσεις που αφορούν την αγορά εργασίας, ακόµα, αποτελεί χρήσιµο εργαλείο του 
αναλογιστή. Για την κατασκευή ενός τέτοιου πίνακα απαιτούνται µετρήσεις των συχνοτήτων 
κινδύνων εκτιµήσεις δηλαδή των ( )i

xQ  κατά ηλικία ή κατά οµάδες ηλικιών του πληθυσµού 
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στον οποίο αναφέρεται. Ένας πίνακας πολλαπλών κινδύνων βασίζεται σε µια σειρά εντάσεων 
κινδύνων. Η ένταση κινδύνου όµως είναι ένα θεωρητικό µέτρο το οποίο δεν µπορεί ευθέως 
να µετρηθεί σε εµπειρικά δεδοµένα. Μόνο µέτρα που αναφέρονται σε συγκεκριµένα 
διαστήµατα ηλικίας µπορούν να υπολογιστούν βάσει των εµπειρικών δεδοµένων. Έτσι τα 
µέτρα που εµφανίζονται σε ένα πίνακα πολλαπλών κινδύνων αφορούν διαστήµατα ηλικίας, 
υπόκεινται όµως στις αντίστοιχες εντάσεις µε τις οποίες οι διάφοροι κίνδυνοι συνδέονται.  


