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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  
 
 
ΠΙΝΑΚΕΣ ΕΠΙΒΙΩΣΗΣ (LIFE TABLES) 
 
 
 Τα µέτρα θνησιµότητας που παρουσιάστηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο 
ικανοποιούν πολλές ανάγκες του ερευνητή στην προσπάθεια του να περιγράψει τη 
θνησιµότητα ενός πληθυσµού ή να συγκρίνει επίπεδα θνησιµότητας µεταξύ πληθυσµών. 
Υπάρχουν όµως πληθώρα άλλων ερωτηµάτων που ο ερευνητής καλείται να απαντήσει στη 
µελέτη της θνησιµότητας και για τα οποία ο υπολογισµός κάποιου συντελεστή είναι 
ανεπαρκής.  
 Ένας εναλλακτικός τρόπος µέτρησης της θνησιµότητας ενός πληθυσµού είναι η 
κατασκευή ενός πίνακα επιβίωσης. Σκοπός ενός τέτοιου πίνακα είναι η αναλυτική 
παρουσίαση της ειδικής κατά ηλικία θνησιµότητας ενός πληθυσµού. Η χρήση των πινάκων 
επιβίωσης είναι ευρύτατη και αναγκαία στη δηµογραφική - δηµοµετρική ανάλυση, όχι µόνο 
για την µελέτη της θνησιµότητας αλλά και για τις προβολές πληθυσµού, τις µελέτες 
γεννητικότητας κ.α. στη βιοστατιστική έρευνα, στον ασφαλιστικό τοµέα (ιδιωτική και 
κοινωνική ασφάλιση), στην περίθαλψη και στην κοινωνική έρευνα ευρύτερα. 
 
 3.1 Είδη Πινάκων Επιβίωσης 
 
 Α. Πίνακες επιβίωσης γενεάς (Cohort life tables) 
 
 Ας θεωρήσουµε µια οµάδα αποτελούµενη από έναν αριθµό 0  ατόµων. Αυτά τα 
άτοµα έχουν γεννηθεί το ίδιο ηµερολογιακό έτος, αποτελούν δηλαδή τον πληθυσµό µιας 
γενεάς (cohort, generation). Ας θεωρήσουµε ακόµα ότι τα άτοµα αυτά αποτελούν µια κλειστή 
οµάδα, ότι δηλαδή δεν υπάρχει µετανάστευση από ή προς αυτή την οµάδα. Με την πάροδο 
του χρόνου η γενεά αυτή σταδιακά συρρικνώνεται εφ’ όσον τα µέλη της σταδιακά εκλείπουν. 
Η κατά ηλικία θνησιµότητα των µελών µιας τέτοιας “ιδανικής” γενεάς µπορεί να περιγραφεί 
από ένα πίνακα επιβίωσης γενεάς. 
Πρόβληµα: Για την ολοκλήρωση ενός τέτοιου πίνακα θα πρέπει να µελετάται αυτό το 
σύνολο ατόµων από τη γέννηση µέχρι την εξαφάνιση του. Θα απαιτηθούν, κατά συνέπεια 
περίπου 100-110 χρόνια. 
 
 Β. Πίνακας επιβίωσης περιόδου (Period life tables) 
 

Ένας πίνακας επιβίωσης περιόδου αποτελεί την αποτύπωση της κατά ηλικία 
θνησιµότητας ενός πληθυσµού κάποιας γεωγραφικής περιοχής, κάποιας χρονικής περιόδου. 

Ο τύπος αυτός είναι προσέγγιση ενός πίνακα επιβίωσης γενεάς. Τα µέλη του 
πληθυσµού στον οποίο αναφέρεται ανήκουν βέβαια σε διαφορετικές γενεές. Είναι 
αντιµετώπιση “cross - sectional”. ∆εν αναφέρεται σε µια γενεά αλλά κατασκευάζεται από µια 
“συνθετική γενεά” και µελετάται η εξέλιξη της βάσει των συνθηκών θνησιµότητας της 
περιόδου αναφοράς. 
 
Πρόβληµα: Στερείται οµοιογένειας. Περιλαµβάνει άτοµα που ανήκουν σε 100-110 
διαφορετικές γενεές και φέρουν τα χαρακτηριστικά (βιολογικά και κοινωνικά) της γενεάς 
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τους. Είναι όµως η µόνη πρακτική λύση. Ένας τέτοιος πίνακας αποτελεί στιγµιαία 
(φωτογραφική) αποτύπωση της θνησιµότητας ενός ετερόκλιτου πληθυσµού. 

Ακόµα, οι πίνακες επιβίωσης χωρίζονται σε δύο κατηγορίες όσον αφορά τη µορφή 
τους. 
 
 Α. Πλήρεις πίνακες επιβίωσης (Complete life tables) 
 
 Παρουσιάζουν τη θνησιµότητα κάθε ηλικίας: x=0 1, 2,..., w. 
 
 Β. Συνεπτυγµένοι πίνακες επιβίωσης (Αbridged life tables) 
 

Παρουσιάζουν τη θνησιµότητα οµάδων ηλικιών, συνήθως εύρους 5 ή 10 ετών, µε 
εξαίρεση συνήθως το πρώτο έτος ζωής, (την ηλικία µηδέν) που λόγω της ιδιαιτερότητας της 
εµφανίζεται ξεχωριστά. 

Οι πίνακες της πρώτης κατηγορίας είναι αναλυτικότεροι, ακριβέστεροι και για 
κάποιες χρήσεις (όπως στη βιοστατιστική, και στην αναλογιστική επιστήµη) αναγκαίοι. 
Αντίθετα οι πίνακες της δεύτερης κατηγορίας είναι περιληπτικότεροι, βολικότεροι 
(περιλαµβάνουν σειρές 10-16 αριθµών αντί 100 - 110), ενώ για πολλούς πληθυσµούς είναι οι 
µόνοι υπάρχοντες λόγω ελλείψεων και σφαλµάτων των δηµογραφικών δεδοµένων (π.χ. 
Ελλάδα). 
 
 3.2. ∆οµή Πινάκων Επιβίωσης   
 
 Ας θεωρήσουµε µια γενεά (cohort) αποτελούµενη από 0  αριθµό ατόµων (συνήθως 

0 =100.000). Το 0  είναι ένας συµβατικός αριθµός, αναφέρεται σε γεννήσεις ζώντων και 
αποτελεί το βασικό πλήθος το οποίο αφορά ο πίνακας επιβίωσης και πάνω στον οποίο 
οικοδοµείται. Αποκαλείται ρίζα του πίνακα (radix). 

Θα µελετηθεί πώς αυτός ο αριθµός ατόµων 0  µειώνεται διαχρονικά λόγω της 
θνησιµότητας. Η κατά ηλικία θνησιµότητα µιας τέτοιας γενεάς, όπως αναφέρθηκε 
προηγούµενα, περιγράφεται από ένα πίνακα επιβίωσης γενεάς. 

Στην πράξη η κατά ηλικία θνησιµότητα ενός πληθυσµού µπορεί να περιγραφεί από 
ένα πίνακα επιβίωσης περιόδου κάτω από τη θεώρηση µιας υποθετικής γενεάς, που έχει τα 
ίδια κατά ηλικία επίπεδα θνησιµότητας όπως ο πληθυσµός αυτός. 
 Στη συνέχεια θα θεωρήσουµε ένα πίνακα επιβίωσης περιόδου σαν πίνακα επιβίωσης 
µιας υποθετικής γενεάς και θα ορίσουµε τις βασικές συναρτήσεις που περιλαµβάνει ένας 
τέτοιος πίνακας 1. 
 

 0  
 

Αρχικά ορίζεται ο αριθµός γεννήσεων των ατόµων υπό παρατήρηση της υποθετικής γενεάς 
0 , κατά σύµβαση ίσος µε 100.000. 

 
 x  

 
Ο αριθµός των ατόµων που φθάνουν την ακριβή ηλικία x, συµβολίζεται x . 

                                                 
1 Oι συναρτήσεις του πίνακα επιβίωσης θα αναφέρονται στο διάστηµα ηλικίας εύρους n ετών: [x, x+n) 
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Το κλειδί του πίνακα επιβίωσης αποτελεί η στήλη των πιθανοτήτων θανάτου 
(probabilities of dying), 

 
 n xq   

 
είναι η πιθανότητα κάποιος ακριβούς ηλικίας x να πεθάνει στο διάστηµα ηλικίας [x, x+n). 

Η πιθανότητα θανάτου είναι µια δεσµευµένη πιθανότητα µε τη δέσµευση ότι κάποιος 
έχει επιβιώσει µέχρι την ακριβή ηλικία x ενώ 

 
 n xp   

 
είναι η πιθανότητα κάποιος ακριβούς ηλικίας x να επιβιώσει όλο το διάστηµα ηλικίας          
[x, x+n). 
Μεταξύ των δύο πιθανοτήτων ισχύει η σχέση 
 

1n x n xp q= −  
 

 S(x) 
 
Ο λόγος του x  προς το 0  αποτελεί την πιθανότητα επιβίωσης (survival probability), 

S(x), την πιθανότητα δηλαδή κάποιος να φθάσει την ακριβή ηλικία x, να επιβιώσει στο 
διάστηµα ηλικίας [0, x]. 
 

0

( ) xS x =  

 
Αυτή η πιθανότητα δεν περιλαµβάνεται συνήθως στον πίνακα επιβίωσης, είναι όµως 
κεντρικής σηµασίας στη δηµοµετρική και βιοστατιστική ανάλυση. 
Η πιθανότητα επιβίωσης θα µπορούσε επίσης να εκφραστεί µέσω των πιθανοτήτων ip  και iq  
ως εξής: 
 

1 1

0 0
( ) (1 )

x x

i i
i i

S x p q
− −

= =
= = −∏ ∏  

 
 

 n xd  
 

είναι ο συνολικός αριθµός θανάτων στο διάστηµα ηλικίας [x, x+n). 
Αυτός ο αριθµός δεν µπορεί από µόνος του να εκφράσει την θνησιµότητα αφού αυτή 
εξαρτάται και από το µέγεθος του πληθυσµού στον οποίο αναφέρεται. 
Ισχύει 

n x x x nd += −  
ή εναλλακτικά: 
 

n x x xn
d q= ⋅  
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 n xL  

 
είναι ο συνολικός αριθµός ετών ζωής που βιώνονται από τα άτοµα του πληθυσµού στο 
διάστηµα ηλικίας [x, x+n). 
 
 Κάθε µέλος του πληθυσµού που βιώνει όλο το διάστηµα ηλικίας [x, x+n), συµβάλλει 
στον υπολογισµό του n xL  κατά n έτη ζωής, ενώ κάθε ένας που πεθαίνει κάποτε µέσα στο ίδιο 
διάστηµα, κάτω από την υπόθεση της οµοιόµορφης κατανοµής θανάτων µέσα στο διάστηµα 
ηλικίας, συµβάλλει στο n xL  κατά µέσο όρο µε n/2 αριθµό ετών ζωής. Έτσι το n xL  µπορεί να 
εκτιµηθεί από τον προσεγγιστικό τύπο: 
 

2n x x n n x
nL n d+= ⋅ + ⋅  

 
αλλά x x x nd += −  
 

Άρα       ( )x x n
n
2n xL += +  

  
Αν θεωρήσουµε την ηλικία x συνεχή µεταβλητή τότε: 
 

x x n

0
(t) dt  (x t) dt n

2

x n n

n x
x

L
+

++ = ⋅ = +∫ ∫  
 

 

 
 xT    

είναι ο συνολικός αριθµός ετών ζωής που πρόκειται να βιώσουν τα 0  άτοµα του υποθετικού 
πληθυσµού στο διάστηµα ηλικίας [x, w) όπου w η ηλικία που δεν φτάνει κανείς                   
(w-1: η ανώτατη ηλικία στον πληθυσµό). 
 

x in
i x

T L
≥

= ∑  

 
Ακόµα:    1x x n x n x x x nT T L L T T+ += − ⇒ = −  
 
  

Θεωρώντας την ηλικία x συνεχή µεταβλητή έχουµε: 
 

-

1
0

( )
w x

xT x t dt+ = + ⋅∫  

 
 Τέλος, η περισσότερο ενδιαφέρουσα στήλη του πίνακα επιβίωσης είναι η στήλη της 

προσδοκώµενης ζωής, 
0

xe  (expectation of life, life expectancy). 
Η στήλη αυτή εκφράζει την αναµενόµενη (µέση) υπολειπόµενη ζωή των ατόµων 

ηλικίας x του πληθυσµού στον οποίο αναφέρεται ο πίνακας επιβίωσης. 
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0
x

x
x

Te =  

 
 Έτσι η αναµενόµενη ηλικία θανάτου κάποιου ατόµου ηλικίας x ισούται µε:  
 

0

xx e+  
 

Αν η x θεωρηθεί συνεχής τότε:  
 

0

0

1 ( )
w x

x
x

e x t dt
−

= + ⋅∫  

 
 
 3.3. Ο Πίνακας Επιβίωσης σαν ένας Στάσιµος Πληθυσµός 
 
 Μια εναλλακτική εξήγηση των µεγεθών που περιλαµβάνει ο πίνακας επιβίωσης 
συνδέεται µε την θεώρηση ενός στάσιµου πληθυσµού. Στάσιµος πληθυσµός είναι εκείνος του 
οποίου το συνολικό µέγεθος και η κατά ηλικία σύνθεση παραµένουν σταθερά διαχρονικά. Σε 
ένα τέτοιο υποθετικό πληθυσµό, ο αριθµός γεννήσεων κάθε χρόνο είναι σταθερός και ίσος µε 
τον αριθµό θανάτων και η ειδική κατά ηλικία θνησιµότητα παραµένει σταθερή διαχρονικά.  
 Αν θεωρήσουµε ότι ο πίνακας επιβίωσης αναφέρεται σε ένα στάσιµο πληθυσµό στον 
οποίο συµβαίνουν 0  (=100.000) γεννήσεις κάθε χρόνο (και βέβαια 0  θάνατοι) και ότι στο 
στάσιµο αυτό πληθυσµό αντιστοιχούν τα επίπεδα της κατά - ηλικία θνησιµότητας όπως αυτά 
δίνονται από την στήλη n xq  του πίνακα επιβίωσης, τότε και οι υπόλοιπες συναρτήσεις του 
πίνακα θα αναφέρονται όχι σε µια υποθετική γενεά αλλά σε αυτόν το στάσιµο πληθυσµό. 
 
Έτσι έχουµε: 

x   : ο αριθµός ατόµων που φθάνουν την ηλικία x κάθε χρόνο στο στάσιµο πληθυσµό. 

n xd : ο αριθµός θανάτων σε ηλικίες του διαστήµατος [x, x+n) που συµβαίνουν κάθε χρόνο  
στο στάσιµο πληθυσµό. 

n xL  : ο µέσος αριθµός ατόµων ηλικιών [x, x+n) στο στάσιµο πληθυσµό.  

n xT  : ο µέσος αριθµός ατόµων ηλικιών [x, w) στο στάσιµο πληθυσµό. 
 
 Κάθε µια από τις δύο διαφορετικές θεωρήσεις του πίνακα επιβίωσης είναι κατάλληλη 
για διαφορετικές εφαρµογές. Η πρώτη θεώρηση (της υποθετικής γενεάς) εφαρµόζεται σε 
µελέτες δηµόσιας υγείας, στην ανάλυση θνησιµότητας, στον υπολογισµό συντελεστών 
επιβίωσης για να εκτιµηθεί ο πληθυσµός, η γεννητικότητα, η αναπαραγωγή. Η δεύτερη 
θεώρηση (του στάσιµου πληθυσµού) εφαρµόζεται σε συγκρίσεις θνησιµότητας και σε 
µελέτες της σύνθεσης του πληθυσµού.  
 Το σκεπτικό κατασκευής ενός πίνακα επιβίωσης εφαρµόζεται και για την περιγραφή 
άλλων δηµογραφικών γεγονότων εκτός της θνησιµότητας π.χ. οι πίνακες οικονοµικής 
δραστηριότητας του πληθυσµού όπου αντί να θεωρήσουµε την ηλικία των µελών του 
πληθυσµού, θεωρούµε τα χρόνια άσκησης κάποιας οικονοµικής δραστηριότητας, ή οι πίνακες 
γαµηλιότητας που µε εντελώς αντίστοιχο τρόπο µελετούν αντί της θνησιµότητας την κατά 
ηλικία γαµηλιότητα του πληθυσµού.  
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Έχει ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι οι συναρτήσεις  ,  ,   n x n x n xq p d και n xL  

αναφέρονται στο διάστηµα ηλικίας [x, x+n), ενώ οι x  και 
0

xe  αναφέρονται στην ακριβή 
ηλικία x. Ακόµη, ενώ οι τιµές των , ,  και  x n x x xn

l d L T  εξαρτώνται από την τιµή του 0 , που 

αποτελεί κάποιο υποθετικό πλήθος το οποίο ορίζεται αυθαίρετα, οι τιµές των 
0

,  και  n x x xn
q p e  είναι ανεξάρτητες από την τιµή του 0 , και αφορούν τον πραγµατικό 

πληθυσµό στον οποίο αναφέρεται ο πίνακας επιβίωσης. 
Ακόµα, εφ΄ όσον: 

0
0

0 0
0 00

,    και n x x n xx x

Td e L
≥ ≥

= = Τ =∑ ∑  

 
τότε:     
 

0
0

0

1e
AΣΘ

n x
x

x

n x
x

L P
Dd

≥

≥

= = =
∑

∑
 

 
 3.4 Προσεγγιστικές Σχέσεις µεταξύ n x n xm q  και   
 
 Έστω  n xα  ο αναµενόµενος αριθµός ετών που βιώνει στο διάστηµα ηλικίας [x, x+n) 
ένα τυχαίο άτοµο ηλικίας x που πεθαίνει µέσα στο ίδιο διάστηµα ηλικίας (0 )n x nα< < . 
 

 Έστω ακόµα ,   0 1n x
n x n xnf fα

= < <  
 
 Το n xf  είναι ο αναµενόµενος σχετικός αριθµός ετών που βιώνεται στο διάστηµα 
ηλικίας [x, x+n) από ένα τυχαίο άτοµο του πληθυσµού, ηλικίας x που πεθαίνει µέσα σε αυτό 
το διάστηµα ηλικίας, (ένα ποσοστό του διαστήµατος ηλικιών [x, x+n)). 
 Έτσι το n xL  ο συνολικός αριθµός ετών ζωής που θα βιωθούν από τα x  άτοµα στο 
διάστηµα ηλικιών [x, x+n) αποτελείται από:  
 
 1. n αριθµό ετών για κάθε άτοµο που βίωσε όλο το διάστηµα [x, x+n), ήτοι για x n+  
άτοµα (συνολικά αυτοί συνέβαλαν κατά x nn +  έτη ζωής). 
 2. n xα  αριθµό ετών για κάθε έναν από αυτούς που πεθαίνουν κάποτε µέσα στο ίδιο 
διάστηµα ηλικιών, ήτοι για n xd  άτοµα (συνολικά αυτοί συνέβαλαν κατά n xα , n xd έτη ζωής). 
Άρα: 

( )

  

 ( )

 1

n x x n n x n x

n x x n x n x n x

n x x n x n x

L n d

L n d n f d

L n d f

α+= ⋅ + ⋅ ⇒

⇒ = − + ⋅ ⋅ ⇒

 ⇒ = − − 
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Όµως ο ειδικός συντελεστής θνησιµότητας για το διάστηµα ηλικίας [x, x+n), βάσει των 
συναρτήσεων του πίνακα επιβίωσης ισούται µε:  
 

( )1

n x
n x

n x

n x
n x

x n x n x

dm
L

dm
n d f

= ⇒

=
 − − 

 

 
 
Αλλά:  n x x n xd q= ⋅  
 
 
Άρα   

[ ]

[ ]

1 (1 )

1 (1 )

x n x
n x

x n x n x

n x
n x

n x n x

qm
n q f

qm
n q f

⋅
= ⇒

⋅ − −

⇒ =
− −

 

 
 

και   
( )

.
1 1- .

n x
n x

n x n x

n mq
n f m

=
+

  (1) 

 
  
Ειδικές περιπτώσεις: 
  
Αν υποθέσουµε οµοιόµορφη κατανοµή θανάτων µέσα στο διάστηµα ηλικίας [x, x+n).  

 Tότε: 
2n x
nα =  και κατά συνέπεια 1

2n xf =  

Έτσι η σχέση (1) γίνεται:  

11  
2

n x
n x

n x

qm
n q

=
 − 
 

 (2) 

 
Λύνοντας την (2) ως προς n xq  έχουµε: 
 

1 1  
2 2

n x
n x

n x

mq
n m

=
 + 
 

  (3) 

 
 
Έτσι για n=1, βάσει των σχέσεων (2) και (3), τα κατά ηλικία µεγέθη xm  και xq  γίνονται: 
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  και  1 11 1
2 2

x x
x x

x x

q mm q
q m

= =
− +

 

 
 
3.5 Ένταση Θνησιµότητας µ(x)  

(Force of mortality, Intensity of mortality, Hazard function) 
  

Αν η ηλικία x θεωρηθεί µια συνεχής µεταβλητή, στο διάστηµα  [x, x+∆x), όπου 
0x∆ →  , συµβαίνουν ( ) ( )x x x− + ∆  θάνατοι.  
Ορίζεται σαν ένταση θνησιµότητας µ(x) η οριακή τιµή του ειδικού κατά ηλικία 

συντελεστή θνησιµότητας του διαστήµατος [x, x+∆x), όταν 0x∆ → , (το εύρος του 
διαστήµατος ηλικίας είναι απειροελάχιστο). 

 

0

0

0

( ) lim  

( ) lim

( ) ( )( ) lim
( )

x xDx

Dx x

x
Dx x

x xx

x

x m

dx
L

x x xx
t dt

∆→

∆ →

+∆∆ →

= ⇒

= ⇒

− + ∆
=

⋅∫

µ

µ

µ

 (4) 

 
Όµως είναι γνωστό ότι η παράγωγος µιας συνάρτησης f(x) ορίζεται σαν: 

0

( ) ( ) ( )lim
tx

df x f x t f x
d t→

+ −
=  

 
Άρα η (4) γίνεται: 
 

0

0

( ) 1( )
( )

ln ( )( )

( )  ln ( )

exp ( ) ( ) .

x

x
k

dl xx
dx x

d xx
dx

m t dt x k

t dt x e

µ

µ

µ

= − ⋅ ⇒

= − ⇒

− = + ⇒

 
⇒ − = ⋅ 

 

∫

∫

 

 
 Θέτοντας 1

ke  έχουµε:  
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0

( ) exp ( )
x

x c m t dt
 

= ⋅ − 
 

∫   (5) 

 
Όµως για x=0 η (1) γίνεται: 
 

(0) c=  
 
Άρα  

0

( ) (0) exp ( ) 
x

x m t dt
 

= ⋅ − ⇒ 
 

∫   (6) 

0

( ) exp ( )
x

S x m t dt
 

= ⋅ − 
 

∫   (7) 

όπου, ( )( )
(0)
xS x = είναι η πιθανότητα επιβίωσης στο διάστηµα ηλικίας [0, x). 

 Η τελευταία αυτή σχέση που εκφράζει την πιθανότητα επιβίωσης (survival 
probability), S(x), σαν συνάρτηση της έντασης θνησιµότητας, µ(x), αποτελεί το µαθηµατικό 
ορισµό της πιθανότητας επιβίωσης και είναι κεντρικής σηµασίας στη ∆ηµοµετρική ανάλυση 
και στη Βιοστατιστική. 

Ακόµα, εφ’ όσον: ( )
( )n x

x np
x
+

=  

 
από την σχέση (6) έχουµε:  

exp ( )
x n

n x
x

p t dtµ
+ 

= − ⋅ ⇒ 
 

∫  (8) 

 

1 1 exp ( )
x n

n x
x

p t dtµ
+ 

− = − − ⋅ 
 

∫  

Υποθέτοντας σταθερή ένταση θνησιµότητας στο διάστηµα ηλικίας    [x, x+1) έχουµε: 
 
 

( )exp ln( )x x x xp pµ µ= − ⇒ = −  
 

Αυτή η τελευταία σχέση είναι φυσικά προσεγγιστική. Βάσει αυτής της έκφρασης 
εκτιµάται η ένταση θνησιµότητας για την κάθε ηλικία βάσει των πιθανοτήτων t xq , του 
πίνακα επιβίωσης.  
 
3.6 ∆ηµοµετρική Ανάλυση των Συναρτήσεων του Πίνακα Επιβίωσης 
 

Υποθέτουµε ότι κάποια χρονική στιγµή (την ονοµάζουµε χρονική στιγµή 0) έχουµε Ν 
αριθµό ατόµων που όλα έχουν την ίδια ηλικία x (η x θεωρείται συνεχής µεταβλητή). Θα 
παρακολουθήσουµε την εξέλιξη αυτής της οµάδας Ν ατόµων µέχρι την εξαφάνιση της. 
Έστω jT  η χρονική στιγµή που το άτοµο πεθαίνει (j= 1,2, ... , N). Η απόσταση του από την 
χρονική στιγµή 0 (το µέγεθος του δηλαδή) είναι ίση µε την προσδοκώµενη ζωή του ατόµου j 
µετά την ηλικία x. 
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Η ηλικία θανάτου θα είναι: + jx T  
Άρα οι διάφορες jT , j =1,...,N εκλαµβάνονται σαν τυχαίες µεταβλητές ανεξάρτητες 

µεταξύ τους και ισόνοµες. 
Συµβολίζουµε τη συνάρτηση κατανοµής των jT  µε: 

 
( ) P( )T jF t T t= ≤  

 
κατά συνέπεια ( )TF t  είναι η πιθανότητα κάποιος που έκλεισε την ηλικία x να πεθάνει πριν 
κλείσει την ηλικία x+t (να πεθάνει στο διάστηµα [x, x+t)], το οποίο ταυτίζεται µε την 
πιθανότητα θανάτου t xq  του πίνακα επιβίωσης. 
Άρα :         ( )T t xF t q≡  
 
και έτσι η πιθανότητα t xp , κάποιος που έκλεισε την ηλικία x να επιβιώσει στο διάστηµα 
ηλικίας [x, x+t) µπορεί να εκφραστεί σαν: 
 

1 1 ( ) ( )t x t x T jp q F t P T t= − = − = >  
 

Έστω Υ ο αριθµός ατόµων που έφθασαν την ηλικία x+t από τα Ν άτοµα της οµάδας 
που είχαν ηλικία x ακριβώς τη χρονική στιγµή 0. 

Η Υ µπορεί να θεωρηθεί µια διακριτή τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί διωνυµική 
κατανοµή µε παραµέτρους, Ν και t xp  ( Y  Bin (N, )t xp∼ ) και κατανοµή πιθανοτήτων: 

 
NN

P(Y ) (1 ) ,  y 0,1,...,Ny y
t x t xy p p

y
− 

= = − = 
 

 

 
Κατά συνέπεια η αναµενόµενη τιµή της Υ, Ε(Υ) θα ισούται µε:  
 

E(Y) N t xp=  
 

Η τιµή Ε(Υ) είναι αναµενόµενος αριθµός ατόµων που επιβιώνουν την ηλικία x+t στο 
διάστηµα [x, x+t).  
(Σύγκρινε    για   N   x t x t x xl l p l+ = = ).  
 
Η διακύµανση της Υ, V(Υ), είναι: 
 

V(Y) N   t x t xp q= ⋅ ⋅  
 
Ο αριθµός ατόµων που πεθαίνουν στο διάστηµα ηλικίας [x, x+t) ισούται µε: 

U N Y= −  
 
H U είναι και αυτή µια διακριτή τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε 
παραµέτρους Ν και 1t x t xq p= −  ( U  Bin (N, q )t x∼ ) µε αναµενόµενη τιµή  

E(U) N  qt x= ⋅  
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(Σύγκρινε:  ,    E(U),    Nt x x t x t x xd q d= ⋅ = = ) και διακύµανση ίση µε τη διακύµανση της 
Υ: 
 

V(U) N    t x t xq p= ⋅ ⋅  
 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι x=0. Ήτοι, τη χρονική στιγµή 0 έχουµε Ν γεννήσεις ζώντων. 
Ο αναµενόµενος αριθµός αυτών που θα φθάσουν την ηλικία x θα είναι ίσος µε: 
 

0N  x xp⋅ =  
 
(Σύγκρινε: 0 0  x x p= ⋅  όπου 0  ο αριθµός γεννήσεων ζώντων τη χρονική στιγµή 0, η ρίζα 
του πίνακα επιβίωσης). 
Ας θεωρήσουµε τώρα jT  τη χρονική στιγµή θανάτου ενός τυχαίου µέλους j του συνόλου Ν 
γεννήσεων. Το jT  λοιπόν είναι το διάστηµα ζωής αυτού του ατόµου. 
 

0P( ) ( )j xT x p S x> = =  
 
Έστω xV η υπολειπόµενη ζωή ενός τυχαίου ατόµου ηλικίας x.  
Το συνολικό διάστηµα ζωής του θα είναι: 
 

x
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x
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x
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Ακόµα: 
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= ≥ =
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p S x

++ +
= = =  
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Έτσι x t
t x

x

p +=  

 
και κατ’ αντιστοιχία εφ’ όσον =F ( )t x Tq t′  
 

( ) ( )
( )

F ( ) j
t x T j j

j

P x T x t
q t P T x t T x

P T t′

< < +
= = ≤ + ≥ = =

>
 

 

q =F (t)=P T x+t T x =t x T j j

P x<T <x+tj
= =

P T >tj

P T >t -P T >x+tj j
= =

P T >tj

 ≤ ≥ 
 

 
 
 

 
 
 

   
   
   

 
 
 

 

0 0 0

0 0

- 1- 1- 1-x x t x t x t
t x

x x x

p p p p
p p

+ + += = = =  

 
Ακόµα εφ΄όσον jT  είναι αναµενόµενο διάστηµα ζωής ενός τυχαίου ατόµου ηλικίας µηδέν, η 
ένταση θνησιµότητας µ(t) ορίζεται από την σχέση: 
 

f ( ) ( )
1-  F ( )

T

T

t dtt
t

µ =  

 
όπου, f ( )T t η συνάρτηση πυκνότητας του jT  και f ( )T t  η συνάρτηση κατανοµής του jT .  

Αλλά     ( ) 0f ( ) PT j tt T t q= ≤ =   
και  

( )( ) P 0T jj
f t dt t T t dt dt= ≤ ≤ + →  

 
Έτσι έχουµε: 
 

( )
( )

( )

P
( ) 

P

( ) P

j

j

j j

t T t dt
t dt

T t

t dt t T t dt T t

≤ ≤ +
µ = ⇒

≥

µ = ≤ ≤ + ≥

 

 
Η ένταση θνησιµότητας λοιπόν είναι η πιθανότητα κάποιος ηλικίας του διαστήµατος [t, t+dt) 
να πεθάνει πριν φθάσει την ηλικία t+dt (µέσα στο διάστηµα ηλικίας) όταν 0dt → . 
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Αλλά:     

( )

( )
( )

P

( ) -  ( )
1-  ( )

t x j j

j
t x

j

T T
t x

T

q T x t T x

P x T x t
q

P T x

F x t F xq
F x

= < + ≥ ⇒

≤ ≤ +
= ⇒

≥

+
=

 

 
Έτσι: 

( ) -  ( ) 1lim lim
1-  ( )0 0

( )
1-  ( )

t x T T

T

T
x

T

q F x t F x
t F x tt t

f x
F x

+
= ⋅ =

→ →

= = µ

 

 
 

 3.7. Μέθοδοι περιγραφής της κατά ηλικία θνησιµότητας 
 

Όπως ήδη έχει αναφερθεί στο Κεφάλαιο 2, η µορφή της κατά ηλικία θνησιµότητας 
εµφανίζει πολλές οµοιότητες στους διάφορους ανθρώπινους πληθυσµούς. Τα κοινά αυτά 
χαρακτηριστικά αποτέλεσαν αφορµή για την ανάπτυξη γενικών µεθόδων περιγραφής της. 

Οι µέθοδοι αυτοί χωρίζονται σε δύο βασικές κατηγορίες: 
 

 1. Πρότυποι πίνακες επιβίωσης, 
 2. Παραµετρικά υποδείγµατα τα οποία παρουσιάζουν την θνησιµότητα ενός 
πληθυσµού σαν συνάρτηση της ηλικίας. 
 
 
 3.7.1. Πρότυποι (Τυπικοί) πίνακες επιβίωσης (Μodel life tables) 
 
 Η πρώτη επίσηµη συλλογή προτύπων πινάκων επιβίωσης κατασκευάστηκε από το 
Τµήµα Πληθυσµού του Οργανισµού Ηνωµένων Εθνών το 1955. Αυτοί οι πίνακες βασίζονται 
σε ανάλυση 158 εµπειρικών συνεπτυγµένων πινάκων επιβίωσης για κάθε φύλο, διαφόρων 
χωρών και αφορούν χρονικές περιόδους από την αρχή του αιώνα µας ως το 1950. Η κάθε µια 
από τις σειρές των πιθανοτήτων θανάτου n xq για κάθε x>0, εκφράστηκε σαν ένα πολυώνυµο 
δευτέρου βαθµού της αµέσως προηγούµενης (της n xq  που αφορούσε την αµέσως 
προηγούµενη ηλικία στους εµπειρικούς πίνακες επιβίωσης). Στη συνέχεια, αρχίζοντας από 
κάποια συγκεκριµένη τιµή του 0q  και µε την διαδοχική χρήση των πολυωνύµων των οποίων 
οι παράµετροι εκτιµήθηκαν προηγούµενα µε τη χρήση των εµπειρικών δεδοµένων, 
δηµιουργήθηκε µια σειρά προτύπων πινάκων επιβίωσης. Το κύριο µειονέκτηµα αυτής της 
συλλογής προτύπων πινάκων είναι ότι στερούνται ευελιξίας εφόσον για κάθε δεδοµένο 
επίπεδο της βρεφικής θνησιµότητας, 0q  αντιστοιχεί µόνο ένας πίνακας επιβίωσης. 
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Οι Ledermann και Breas
2 το 1959 εφάρµοσαν παραγοντική ανάλυση στα δεδοµένα των 

εµπειρικών πινάκων επιβίωσης στους οποίους στηρίχθηκαν οι πρότυποι πίνακες της 
συλλογής του ΟΗΕ. Τα αποτελέσµατα της ανάλυσης τους έδειξαν ότι απαιτούνται 
περισσότερες της µίας διαστάσεις για µια επιτυχή προσέγγιση της µορφής εξέλιξης της κατά 
ηλικία θνησιµότητας στους διάφορους πληθυσµούς. Η παραγοντική ανάλυση έδειξε ότι οι 
διαφοροποιήσεις αυτής της εξέλιξης µπορούν επαρκώς να περιγραφούν µε τη χρήση τριών 
παραγόντων. Ο πρώτος που εκφράζει το 77% της συνολικής µεταβλητότητας αυτών των 
µορφών της κατά ηλικία εξέλιξης της θνησιµότητας, συνδέονται µε την θνησιµότητα 
ενηλίκων (ηλικιών µεγαλύτερων των 40) και µε τα χαρακτηριστικά των ακραίων ηλικιών 
(κάτω των 5 ετών και άνω των 70 ετών) αντίστοιχα, Ο Βouqois-Pichat3 το 1962 συνέχισαν 
την ανάλυση των Ledermann και Breas και έδειξαν ότι συµπληρωµατικές διαστάσεις είναι 
αναγκαίες για µια πλήρη περιγραφή της κατά ηλικίας θνησιµότητας στο φάσµα των 
διαφόρων εµπειρικών πληθυσµών. 

Μια άλλη συλλογή προτύπων πινάκων επιβίωσης αναπτύχθηκε το 1966 από τους 
Coale και Demeny

4 στο Πανεπιστήµιο του Princeton. Oι πίνακες αυτοί στηρίχθηκαν σε 
ανάλυση 326 εµπειρικών συνεπτυγµένων πινάκων επιβίωσης διαφόρων χωρών και 
διαφορετικών περιόδων. Η αποτύπωση αυτών των σειρών n xq  σε διαγράµµατα ως προς την 
ηλικία x, οδήγησε στην κατάταξή τους σε τέσσερις “οικογένειες” οι οποίες ήταν οµοιογενείς 
ως προς τη µορφή της κατά ηλικία εξέλιξής τους. Στην συνέχεια, έγινε εφαρµογή απλών 
µοντέλων γραµµικής παλινδρόµησης που εξέφραζαν τα n xq , και τους λογάριθµους τους, 

log(10000 )n xq  σαν συνάρτηση της προσδοκώµενης ζωής στην ηλικία 10, 
0

10e , στους πίνακες 
κάθε  οικογένειας. 
  Έτσι κατασκευάστηκαν τέσσερις σειρές πρότυπων πινάκων. Κάθε µια από αυτές τις 
σειρές αναφέρεται στην βιβλιογραφία σαν ∆υτική, Ανατολική, Βόρια και Νότια περιφερειακή 
οικογένεια θνησιµότητας.  

Το 1979, µια σειρά προτύπων πινάκων επιβίωσης παρουσιάστηκε στην βιβλιογραφία 
από τους Petrioli και Berti5. Αυτοί οι πίνακες βασίζονται σε µια συνάρτηση της ηλικίας r(x) 
την οποία αποκαλούν “ανθεκτικότητα” και η οποία ορίζεται σαν τον λόγο του µέσου ετήσιου 
αριθµού θανάτων µετά την ηλικία x προς το µέσο αριθµό θανάτων πριν την ηλικία x: 
 

/( )
(1 )

x

x

w xr x
x

−
=

− ⋅
 

 
όπου x  είναι η πιθανότητα επιβίωσης µέχρι την ηλικία x και w το ανώτατο όριο ζωής. Η 

συνάρτηση r(x) εξοµαλύνεται µε την χρήση του παραµετρικού µοντέλου: 
  

2( )  ( - )br x k x w x= ⋅  
 

                                                 
2 Ledermann, S., Breas, R.(1959):Les dimensions de la mortalite.Population, 14, 4, 
637-682. 
 
3 Bourgois-Pichat(1951):La mesure de la mortalite infantile.Population 2,233-248. 
 
4 Coale, A., J.,Demeny, P.(1966):Regional  Model Life Tables ans Stable Popula- tions, Princeton, New Jersey 
 . 
5 Petrioli, L, Bereti M.(1979):Modeli di Mortalita. Franco Angeli Editore, Milan. 
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Έτσι σειρές προτύπων επιβίωσης κατασκευάζονται µε τη χρήση συνδυασµών των 
παραµέτρων k, a, b. 

Οι πιο σύγχρονες σειρές προτύπων πινάκων παρουσιάστηκαν το 1982 από τον OECD. 
Αυτοί οι πίνακες κατασκευάστηκαν µε την εφαρµογή παρόµοιας µεθόδου σαν αυτή των 
Ledermann-Breas. 

Οι διάφοροι πίνακες επιβίωσης, είναι σαφές ότι δεν αντικατοπτρίζουν κάποια 
πραγµατικότητα εφ’ όσον προκύπτουν από επεξεργασίες που βασίζονται σε εµπειρικούς 
πίνακες. Τέτοιοι πίνακες όµως εξυπηρετούν τις ανάγκες της δηµοµετρικής ανάλυσης 
πολλαπλά. Χρησιµοποιούνται κύρια για να εκπροσωπήσουν (σαν υποκατάστατα βέβαια) την 
κατά ηλικία θνησιµότητα πληθυσµών των οποίων τα εµπειρικά δεδοµένα θνησιµότητας είναι 
χαµηλής αξιοπιστίας ή/και ελλειπή. Ένα ακόµα ευρύ πεδίο εφαρµογής τους είναι οι προβολές 
πληθυσµού όπως θα δούµε στο Κεφάλαιο 8. Το κύριο µειονέκτηµα των προτύπων πινάκων 
επιβίωσης είναι ότι παρουσιάζονται αριθµητικά και αυτό περιορίζει την ευελιξία τους και την 
ευκολία στην χρήση τους. 

 
 3.7.2 Παραµετρικά υποδείγµατα θνησιµότητας (Laws of mortality) 
 
 

Μια εναλλακτική µέθοδος περιγραφής της κατά ηλικία θνησιµότητας είναι η 
εφαρµογή παραµετρικών υποδειγµάτων που εµφανίζουν τη θνησιµότητα σαν συνάρτηση της 
ηλικίας. Τέτοια υποδείγµατα αναφέρονται στη δηµογραφική βιβλιογραφία σαν “Νόµοι 
Θνησιµότητας” (Laws of Mortality). Αυτά τα υποδείγµατα χρησιµοποιούνται κύρια στην 
∆ηµοµετρία για την εξοµάλυνση των εµπειρικών δεδοµένων, την ανάλυση τάσεων και την 
κατασκευή πληθυσµιακών προβολών. Τα υποδείγµατα αυτά αποτελούν ένα σαφώς 
περισσότερο ευέλικτο τρόπο παρουσίασης της κατά - ηλικία θνησιµότητας από αυτό των 
προτύπων πινάκων επιβίωσης. Η διαδικασία ανάπτυξης τέτοιων υποδειγµάτων έχει αρχίσει 
πολύ πριν τις αρχές του αιώνα µας. 

Η πρώτη προσπάθεια ανάπτυξης ενός τέτοιου υποδείγµατος είναι ο τύπος de Moivre ο 
οποίος παρουσιάστηκε στη βιβλιογραφία το 1725. Ο τύπος αυτός εµφανίζει την ένταση 
θνησιµότητας µ(x) σαν συνάρτηση της ηλικίας: 

 
( ) 1/( - )x w xµ =  

 
ή στην εναλλακτική µορφή όπου εµφανίζεται η πιθανότητα επιβίωσης S(x) σαν συνάρτηση 
της ηλικίας: 
 

( ) 1- xS x
w

=  

 
όπου w αντιπροσωπεύει την ανώτατη δυνατή ηλικία.  

Ο τύπος αυτός περιγράφει ικανοποιητικά την κατά ηλικία θνησιµότητα των µεγάλων 
ηλικιών αλλά αποτυγχάνει στις µικρότερες ηλικίες, κάτι που σχολιάστηκε από τον ίδιο το 
δηµιουργό του, ο οποίος τον εφάρµοσε για τις ανάγκες υπολογισµών. 

Ο πιο διαδεδοµένος ίσως νόµος θνησιµότητας έχει αναπτυχθεί από τον Gompertz6 το 
1825. Βασίζεται στην θεώρηση ότι η ένταση θνησιµότητας εξελίσσεται εκθετικά µε τη 
ηλικία: 

                                                 
6 Gompertz, B.(1925): On the Nature of the function Expressive of the Law of Human 
Mortality in Mathematical Demography.Ed. by Dand Smith and Nathan Keyfitz, Springer 
Verlag, 1977, 279-282. 
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( ) xx bcµ =   

 
όπου b και c θετικές παράµετροι, ή µε βάση την πιθανότητα επιβίωσης S(x), στη µορφή: 
 

( )( ) exp 1
log

xbS x c
c

 
= − − 

 
 

 
Και αυτό το υπόδειγµα δεν επιτυγχάνει να περιγράψει επιτυχώς τη θνησιµότητα των 

µικρών ηλικιών ενώ περιγράφει ικανοποιητικά την θνησιµότητα των ηλικιών µετά τα 
σαράντα. 
 Ο Makeham7 το 1860 ανέπτυξε ένα υπόδειγµα της µορφής:  
 

( ) xx b cµ = α + ⋅  
 

ή εναλλακτικά  
 

( )( ) exp 1
log

xbS x x c
c

 
= −α − − 

 
 

 
προσέθεσε δηλαδή µια σταθερά στην έκφραση Gompertz. Όµως, και αυτή η έκφραση δεν 
κατορθώνει να περιγράψει ικανοποιητικά την θνησιµότητα του συνολικού διαστήµατος 
ηλικιών. Εµφανίζει καλή εφαρµογή στις µεσαίες ηλικίες, ενώ υπερεκτιµά τη θνησιµότητα 
των µεγάλων ηλικιών και αποτυγχάνει στην περιγραφή της θνησιµότητας των µικρών 
ηλικιών. Εν τούτοις, έχει ευρύτατα χρησιµοποιηθεί από αναλογιστές.  

Ο Perks8   το 1932 πρότεινε την εφαρµογή ενός γραµµικού υποδείγµατος, της απλής 
µορφής α+βx, στη συνάρτηση ( ) /(1- ( ))x xµ µ , η οποία ελάχιστα διαφέρει από την µ(x) στις 
νεαρές ηλικίες ενώ φθίνει ταχύτερα από την τελευταία στις µεγάλες ηλικίες.  

Ο Thiele 9 το 1872 πρότεινε ένα µοντέλο για την περιγραφή της θνησιµότητας του 
συνολικού διαστήµατος ζωής. Η προσπάθεια του βασίστηκε στην υπόθεση ότι οι διάφορες 
αιτίες θανάτων µπορούν να χωριστούν σε τρεις διακριτές οµάδες, οι οποίες επιδρούν κύρια 
στην παιδική ηλικία, στους ενήλικους και στους υπερήλικους αντίστοιχα. 

                                                 
  
7 Μakaham, W.(1987),(1989): On the Law of Mortality in Mathematical Demo- graphy ed. 
by David Smith and Nathan Keyfitz, Springer Verlay 1977, 283-288. 
8 Perks W.(1932): On some experiments in the graduation of  mortality  statistics. 
9 Thiele, PN,(1972): On a Mathematical Formula to expres the rate of mortality 
throughout the whole life, Journal of the Institute of Actuanes, 29,1, 97-107. 
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∆ιάγραµµα 3.1 Εµπειρικές τιµές xq  του Σουηδικού γυναικείου πληθυσµού της περιόδου    
1961-70 και εκτιµήσεις του µε τη χρήση του µοντέλου Wittstein. 

 

 
 
∆ιάγραµµα 3.2 Τιµές xµ του Σουηδικού γυναικείου πληθυσµού της περιόδου 1961-70 και  

εκτιµήσεις τους µε τη χρήση του µοντέλου Thiele. 
 

 
 
Βάσει αυτής της έκφρασης η ένταση θνησιµότητας διαχωρίζεται σε τρεις προσθετικούς 
όρους: 
 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )x x x xµ = µ + µ + µ  
όπου  
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1 11
2 2

2 22

3 33

( ) exp(- ) 
( ) exp(- ( - ) / 2) 
( ) exp( ) 

x x

x x c

x x

µ = α β

µ = α β

µ = α β

 

 
Η κύρια συµβολή στο µ(x) προέρχεται από το 1( )xµ , 2 ( )xµ , 3 ( )xµ  στην παιδική ηλικία, την 
ενήλικη ζωή και γήρανση αντίστοιχα ενώ η συµβολή των υπολοίπων δύο όρων είναι 
ασήµαντη στα τρία αυτά διαστήµατα.  

Αυτός ο τύπος δεν έδειξε καλή εφαρµογή σε εµπειρικά δεδοµένα ενώ η εφαρµογή του 
είναι ιδιαίτερα ανεπιτυχής στην αρχή του διαστήµατος ηλικιών (στην παιδική ηλικία). Εν 
τούτοις η σκέψη στην οποία στηρίχθηκε υπήρξε θεµελιώδης για την κατασκευή επιτυχών 
υποδειγµάτων που παρουσιάστηκαν στην βιβλιογραφία περισσότερο από εκατό χρόνια 
αργότερα.  

Ο Wittstein10 το 1883 πρότεινε το υπόδειγµα: 
 

1 -( ) -( - )n n

x
mx w xq

m
= α + α  

 
όπου:               

xq  η πιθανότητα θανάτου και 
w  η ανώτατη δυνατή ηλικία ενώ 
α, m     παράµετροι που πρέπει να εκτιµηθούν. 
 

Η υπόθεση στην οποία στηρίζεται αυτός ο τύπος είναι ότι οι αιτίες θανάτου µπορούν 
να χωριστούν σε δύο οµάδες, εκείνες που επιδρούν στην παιδική ηλικία και εκείνες που 
επιδρούν στους ενήλικους και ηλικιωµένους.  
Τα διαγράµµατα 3.1 και 3.2 παρουσιάζουν εφαρµογές των υποδειγµάτων Wittstein και Thiele 
αντίστοιχα σε εµπειρικά δεδοµένα θνησιµότητας.  

Το 1889 ο Makeham πρότεινε µια δεύτερη έκφραση η οποία περιέχει ένα αθροιστικό 
όρο ακόµα από την αρχική του: 
 

( ) xx hx bcµ = α + =  
 

ή εναλλακτική σε όρους της S(x): 
 

2( ) exp ( 1)
2 log

xh b
S x x x c

c
= −α + − −

 
 
 

 

 
H εµπειρία έδειξε ότι και αυτό το µοντέλο είναι επιτυχές όταν εφαρµόζεται σε ενήλικους 
µόνο, στο ηλικιακό διάστηµα δηλαδή που η ένταση θνησιµότητας αυξάνει µε την ηλικία. 

Ο Oppermann το 1870, πρότεινε ένα νόµο θνησιµότητας κατάλληλο µόνο για την 
περιγραφή της βρεφικής και παιδικής θνησιµότητας:   

 

                                                 
10 Wittstein, T.(1883):The Mathematical Law of Mortality. Journal of the Institute of 
Artuanes, 24,153-173. 
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( )x b c x
x

α
µ = + +  

 
ή σε όρους της πιθανότητας επιβίωσης S(x): 
 

     2
( ) exp -2 - -

3
S x x bx cx x= α 

 
 

 

 
 Οι Βρετανοί αναλογιστές το 1932 έχοντας συνεχές ενδιαφέρον για την εξοµάλυνση 
της κατά ηλικία θνησιµότητας µέσω παραµετρικών υποδειγµάτων, ανέπτυξαν τον τύπο του 
Perks 11: 

1-
xx

x

q
b c

q
= α + +  

 
Λίγα χρόνια αργότερα Βρετανοί βιολόγοι ανέπτυξαν µια σχέση ανάλογη εκείνης του 

Perk, όπου α=0, συνέδεσαν δηλαδή το ( )ln /1-x xq q  µε µια ευθεία γραµµή: 
 

      ln
1

x

x

q
b c x

q
= + ⋅

−

 
 
 

 

 
Αυτός ο τύπος χρησιµοποιήθηκε από το Institute and Faculty of Actuaries στη Μ. 

Βρετανία για την εξοµάλυνση της εµπειρικής κατά ηλικία θνησιµότητας των συνταξιούχων 
και των ασφαλισµένων της περιόδου 1967-70 της χώρας. 

Ένα παραµετρικό υπόδειγµα για την περιγραφή και εξοµάλυνση της κατά-ηλικία 
επιβίωσης παρουσιάστηκε, σχετικά το 1982 από τους Mode και Busby12. Το υπόδειγµα αυτό 
αναφέρεται στην πιθανότητα επιβίωσης S(x) την οποία παρουσιάζει σύµφωνα µε την 
έκφραση: 
 

0 0

0 0 1 0 2 1 0 1

0 0 1 1 0 1

( ) ,                                   0
( ) ( ) ( - ) ( - ),      

( ) ( - ) ,                         

S x x
S x S S x S x x

S S x

δ
δ δ δ δ δ
δ δ δ δ

≤ ≤
= < <
 ≥

 

  
[ ]

[ ]

0 0 0

3
31 1 1

1 1 1

2 2 2 2

( ) exp (exp(- ) -1

( ) exp - ( - )
3 3

( ) exp - - (exp( ) -1

S x a x

S x a x x

S x a x x

β

β γ β γ

β γ

=

 
= + 

 

=

 

 

                                                 
11 Perks, W.(1932): On some experiments in the graduation of mortality statistics. 
Journal of the Institute of Actuaries, 63, 12-57. 
12 Mode, C., Busby, R.(1982): An eight parameter model of  human mortality-the single 
decrement case. Bulletin of Mathematical Biology, 44, 647-659. 
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όπου: 0 ( )S x  είναι η πιθανότητα κάποιος να φτάσει την ηλικία           (x 0δ≤ ), ενώ η 0δ είναι 
µια θετική παράµετρος. 

Στη συνέχεια είναι η δεσµευµένη πιθανότητα κάποιος που έφτασε την ηλικία 0δ  να 
επιβιώσει µέχρι την ηλικία x, όπου 0 1xδ ≤ ≤ δ  και η 1δ  είναι µια θετική παράµετρος. Τέλος 

2 1( )S x − δ  είναι η δεσµευµένη πιθανότητα, κάποιος που έφτασε την ηλικία να φτάσει την 
ηλικία (x 1δ≥ ). 

Tα 0δ , 1δ  είναι θετικοί παράµετροι, των οποίων οι τιµές θα επιλεγούν. Αυτό το 
σύστηµα αλληλένδετων εξισώσεων, περιγράφει την κατά ηλικία επιβίωση του συνολικού 
διαστήµατος ηλικιών πολύ ικανοποιητικά. Τα µειονεκτήµατα αυτού του συστήµατος είναι 
πρώτον η πολυπλοκότητα της και δεύτερον το γεγονός ότι εµπεριέχει αυθαιρεσία εφ΄ όσον το 

0δ  και 1δ  επιλέγονται. 
Ένας πολύ διαφορετικός τύπος υποδείγµατος που έχει τελευταία αποκτήσει ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον στην ∆ηµογραφία είναι ένα σύστηµα που παρουσιάστηκε το 1971 από τον W. 
Brass13. 

Σύµφωνα µε αυτό το σύστηµα δύο διαφορετικές σειρές πιθανοτήτων επιβίωσης 
συνδέονται µε τη σχέση: 
 

1 ( ) 1 ( )
log log

( ) ( )
S x S x

S x S x
′− −

= α + β
′

   
   
   

 

 
όπου: S(x) και S΄(x) η πιθανότητες επιβίωσης που θέλουµε να εξοµαλύνουµε και S΄(x) οι 
αντίστοιχες ενός πρότυπου πίνακα. 

Το 1980 οι Heligman και Pollard1414 παρουσίασαν στο Journal of the Institute of 
Actuaries ένα αναλυτικό υπόδειγµα για την περιγραφή της θνησιµότητας του συνολικού 
διαστήµατος ζωής.  

Το υπόδειγµα αυτό συνδέει το λόγο συµπληρωµατικών πιθανοτήτων /x xq p  µε την 
ηλικία µέσω της έκφρασης: 
 

2
( ) exp logx

x

cq xx BA D E G H
p F

  += + ⋅ − + ⋅     
 

 
όπου xq : η πιθανότητα θανάτου στην ηλικία x και xp =1 - xq .  
Τα Α, Β, C, ... ,H είναι παράµετροι. 
Ειδικά για x=0: 
 

0

0

cq BA G
p

= +  

                                                 
13 Brass, W.(1974): Mortality models and their use in Demography. Transactions of 
the Faculty of Actuaries, 33, 2, 239. 
 
14  Heligman, L. Pollard, J. M(1980): The Age Pattern of Mortality. Journal of the 

In- 
stitute of Actuaries,107, 49-80. 
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Η θνησιµότητα της βρεφικής και παιδικής ηλικίας εκφράζεται κύρια από τον πρώτο 

αθροιστικό όρο του υποδείγµατος. Ο πρώτος αυτός όρος είναι φθίνουσας εκθετικής µορφής 
µε έντονα φθίνοντα ρυθµό. Περιλαµβάνει τρεις παραµέτρους. Η παράµετρος Α παίρνει τιµές 
στο διάστηµα (0,1) και είναι περίπου ίση µε το 1q , συνδέεται επίσης στενά µε το ρυθµό 
πτώσης των επιπέδων θνησιµότητας στο πρώτο αυτό διάστηµα ζωής. 
 
 

Η παράµετρος Β είναι ενδεικτική για την ένταση της θνησιµότητας του πρώτου χρόνου 
ζωής, 0q , η οποία βάσει του υποδείγµατος παίρνει τιµές στο διάστηµα (q1, 0.5)).  

Η συµβολή της για τις επόµενες ηλικίες ( 1x ≥ ) είναι ασήµαντη. 
Αν Β=0 τότε 0 0.5q =  ανεξάρτητα από τις τιµές των άλλων παραµέτρων. Όσο ψηλότερες 
είναι οι τιµές του Β τόσο πληρέστερη είναι η τιµή του 0q στο 1q , όταν το Α και C διατηρηθούν 
σταθερά. 

Οι τρεις αθροιστικοί όροι του υποδείγµατος µε τη σειρά που εµφανίζονται εκφράζουν 
κύρια την θνησιµότητα της βρεφικής - παιδικής ηλικίας, των νεαρών ενηλίκων και των 
µεσήλικων-υπερήλικων αντίστοιχα. 

Η παράµετρος Α συνδέεται κύρια µε το επίπεδο της παιδικής θνησιµότητας και 
παίρνει τιµές στο διάστηµα (0,1).  

Η παράµετρος Β συνδέεται µε την θέση της q0 στο διάστηµα (q1, 0.5). Για τις τιµές 
1 x ≥ η συµβολή της είναι ασήµαντη. 

 Η παράµετρος C είναι στενά συνδεδεµένη µε τον ρυθµό µείωσης της θνησιµότητας 
της παιδικής ηλικίας, το ρυθµό δηλαδή που ο άνθρωπος προσαρµόζεται βιολογικά στο 
περιβάλλον στην αρχή της ζωής του. Η παράµετρος C παίρνει επίσης τιµές στο διάστηµα    
(0, 1). Ο δεύτερος αθροιστικός όρος του υποδείγµατος Heligman - Pollard (στη συνέχεια θα 
αναφέρεται µε την σύντµηση Η&P8) περιγράφει την θνησιµότητα των ηλικιών 12 έως 35 
περίπου. Αντανακλά την θνησιµότητα ατυχηµάτων (accident hump) που επιδρά σε αυτές τις 
ηλικίες. Ο όρος αυτός µπορεί να θεωρηθεί σαν επιπρόσθετος στην βασική εξέλιξη της κατά 
ηλικία θνησιµότητας όπως αυτή εκφράζεται από τον πρώτο και τρίτο αθροιστικό όρο. Η 
µαθηµατική έκφραση αυτού του όρου είναι παρόµοια της συνάρτησης πυκνότητας της 
λογαριθµοκανονικής κατανοµής και περιλαµβάνει τρεις παραµέτρους: 
 Η F συνδέεται µε τη θέση της καµπύλης ατυχηµάτων στο άξονα της ηλικίας, η Ε 
συνδέεται αντίστροφα µε το εύρος αυτής της καµπύλης (µεγάλες τιµές του Ε συνδέονται µε 
µια ευρεία καµπύλη ατυχηµάτων και αντίστροφα), η παράµετρος D συνδέεται µε την ένταση 
αυτής της καµπύλης. Τέλος, ο τρίτος όρος του υποδείγµατος Η&Ρ8 περιγράφει την 
θνησιµότητα των ηλικιών µετά τα 35 περίπου. Είναι εκθετικής µορφής όπως το υπόδειγµα 
Gompertz και αντανακλά την αυξητική πορεία της κατά ηλικία θνησιµότητας αυτών των 
ηλικιών. Ο όρος αυτός περιλαµβάνει 2 παραµέτρους, την G η οποία συνδέεται µε το επίπεδο 
θνησιµότητας και η Η που αντανακλά το ρυθµό αύξησης της θνησιµότητας αυτών των 
ηλικιών. 

Οι διάφορες εφαρµογές του υποδείγµατος των Heligman και Pollard σε ένα ευρύτατο 
φάσµα εµπειρικών δεδοµένων διαφόρων χωρών έδειξαν ότι το υπόδειγµα παρέχει µια πολύ 
ικανοποιητική περιγραφή της κατά ηλικία θνησιµότητας στους διάφορους πληθυσµούς. Εν 
τούτοις ενέχει κάποια πηγή συστηµατικού σφάλµατος, το οποίο προέρχεται από το δεύτερο 
αθροιστικό όρο του µοντέλου. Ο όρος αυτός ο οποίος περιγράφει την καµπύλη ατυχηµάτων 
(accident hump) δίνει συστηµατικά στο σύνολο των εφαρµογών σε εµπειρικά δεδοµένα, µια 
µετατόπιση της καµπύλης αυτής προς τα δεξιά. Η καµπύλη δηλαδή επικεντρώνεται σε 
µεγαλύτερη ηλικία από εκείνη που εκφράζουν τα εµπειρικά δεδοµένα.  
(Βλέπε διαγράµµατα 3.3 και 3.4) 
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∆ιάγραµµα 3.3. Εµπειρικές τιµές του Σουηδικού γυναικείου πληθυσµού της περιόδου 1926- 

30 και εκτιµήσεις τους µε τη χρήση των µοντέλων H&P8 (γραµµή Α) και 
H&P9 (γραµµή Β). 
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∆ιάγραµµα 3.4  Εµπειρικές τιµές  του Γερµανικού ανδρικού πληθυσµού της περιόδου 1988- 

89 και εκτιµήσεις τους µε χρήση των µοντέλων Η&Ρ8 (γραµµή Α) και 
Η&Ρ9 (γραµµή Β). 
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 Η µετατόπιση αυτή αν και συστηµατική, δεν είναι το ίδιο έντονη στους διάφορους 
πληθυσµούς. Συνέπεια αυτής της µετατόπισης της καµπύλης ατυχηµάτων (όπου αυτή 
εµφανίζεται έντονη) είναι κάποια υποεκτίµηση της θνησιµότητας των πολύ µεγάλων ηλικιών 
(µετά τα 70). 
 Αυτό ίσως αποτελεί κάποιο πρόβληµα, ιδιαίτερα σε εφαρµογές όπου µας ενδιαφέρει ή 
όσο το δυνατόν καλύτερη αποτύπωση της κατά-ηλικία θνησιµότητας (πχ. αναλογιστικές 
εφαρµογές). 
Για την εξάλειψη αυτού του προβλήµατος, µια απλή τροποποίηση του µεσαίου όρου του 
µοντέλου Η&Ρ8 προστέθηκε στην βιβλιογραφία το 1992 από την Κωστάκη

15 µε την 
εισαγωγή µιας ακόµα παραµέτρου: 
Το µοντέλο των εννέα παραµέτρων (Η&Ρ9) είναι της µορφής: 
 

( ) 2
1

( ) 2
2

 exp - (log )  για 

 exp - (log )  για 

Cx B x

x

Cx B xx

xA D E GH x F
Fq

p xA D E GH x F
F

+

+

  + + ≤    = 
  + + ≥   

 

 
O πρώτος και ο τρίτος αθροιστικός όρος της Η&Ρ9 είναι ίδιοι µε τους αντίστοιχους 

Η&Ρ8, ενώ στο δεύτερο όρο η παράµετρος Ε έχει αντικατασταθεί από δύο παραµέτρους και 
οι οποίες συνδέονται µε τη διασπορά της καµπύλης ατυχηµάτων αριστερά και δεξιά από την 
κορυφή αντίστοιχα. 

Τα διαγράµµατα 3.3 και 3.4 παρουσιάζουν εφαρµογές των δύο διαφορετικών 
εκδόσεων του υποδείγµατος Heligman - Pollard (H&P8 και H&P9) σε εµπειρικά δεδοµένα.  
 
 
 3.8. Επιλογή Πινάκων Επιβίωσης 
 

Ο πίνακας επιβίωσης αποτελεί βασικό εργαλείο και αναγκαίο βοήθηµα του 
δηµογράφου για την ανάλυση της θνησιµότητας του πληθυσµού αλλά και άλλες προσεγγίσεις 
όπως οι προβολές πληθυσµού, η µελέτη άλλων δηµογραφικών φαινοµένων όπως της 
γαµηλιότητας του πληθυσµού. Για να καταρτιστεί ένας πίνακας επιβίωσης απαιτούνται 
αξιόπιστα στοιχεία κατά ηλικία ή οµάδες ηλικιών τα οποία αφορούν τους θανάτους και τα 
αντίστοιχα πληθυσµιακά µεγέθη της χρονικής περιόδου στην οποία αναφέρεται ο πίνακας. Σε 
πολλούς πληθυσµούς όµως λόγω έλλειψης τέτοιων στοιχείων για το σύνολο του πληθυσµού ή 
λόγω γνωστών προβληµάτων στην ποιότητα αυτών των στοιχείων, αντί να κατασκευαστεί 
ένας πίνακας που θα βασίζεται στα ελλιπή ή προβληµατικά δεδοµένα, εναλλακτικά 
επιλέγεται ένας πίνακας κάποιας πρότυπης συλλογής πινάκων επιβίωσης σαν κατάλληλη 
προσέγγιση της κατά ηλικία θνησιµότητας του συγκεκριµένου πληθυσµού. Στη διαδικασία 
επιλογής ενός κατάλληλου πίνακα επιβίωσης ο οποίος θα λειτουργήσει σαν προσέγγιση του 
πραγµατικού αλλά ελλιπή πίνακα, διεξάγονται στατιστικοί έλεγχοι οι οποίοι ελέγχουν την 
καταλληλότητα του µε βάση τη µερική πληροφόρηση η οποία παρέχεται από τα ελλιπή ή 
ασταθή στοιχεία του πληθυσµού αναφοράς.  
 Οι στατιστικοί έλεγχοι που παρουσιάζονται στην συνέχεια εξετάζουν αν κάποιος 
συγκεκριµένος πίνακας που επιλέγεται από κάποια τυπική συλλογή είναι κατάλληλος να 
χρησιµοποιηθεί σαν ικανοποιητική  προσέγγιση του συγκεκριµένου πληθυσµού αναφοράς. 

                                                 
15 Kostaki, A.(1992):”A nine-parameter version of the Heligman-Pollard formula” 
Mathematical Population Studies, Vol 3 (4), 277-288. 
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3.9 Έλεγχοι υποθέσεων 

 
    Έστω xθ  ο παρατηρούµενος αριθµός θανάτων ατόµων ηλικίας x και xE  ο 
παρατηρούµενος εκτεθειµένος στον κίνδυνο του θανάτου αριθµός ατόµων ηλικίας x τότε το 
0

x
x

x

q
E
θ

=  αποτελεί την παρατηρούµενη συχνότητα θανάτου στην ηλικία x. 

 Έστω ακόµα xq  ότι είναι οι αντίστοιχες πιθανότητες θανάτου όπως αυτές 
παρουσιάζονται σε κάποιο τυπικό πίνακα επιβίωσης. 
 Σύµφωνα µε την υπόθεση µας, 0H τα εµπειρικά δεδοµένα όπως αυτά εκφράζονται από 

τα 
0

xq , προέρχονται από πληθυσµό µε κατά ηλικία πιθανότητες θανάτου xq , αυτές του 
τυπικού πίνακα επιβίωσης. Αντίθετα σύµφωνα µε την εναλλακτική υπόθεση 1H  ο τυπικός 
πίνακας θεωρείται ακατάλληλος να εκφράσει την κατά ηλικία θνησιµότητα του πληθυσµού 
αναφοράς. 
 Αν η 0H είναι αληθής τότε το xθ  µπορεί να θεωρηθεί τυχαία διακριτή µεταβλητή η 
οποία ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους xE  και xq : 
 

Bin( , )x x xE qθ ∼  
όπου 
 

E( )x x xE qθ =  και  
 

Var( )x x x xE q pθ =  µε 1x xp q= −  
 
Έτσι:            x xN(E , E )x x x xq q pθ ∼  
 

εποµένως        x

x

-E N(0,1)
E
x x

x x

q
q p

θ ∼  

 

και κατά συνέπεια:            
2

2x

x

-E (1)
E
x x

x x

q
q p

θ χ
 
 
  

∼  

 
 

Άρα          
2

2x

x

-E ( )
E
x x

x x x

q n
q p

θ χ
 
 
  

∑ ∼  

 
όπου n o αριθµός των ηλικιών ή των οµάδων ηλικιών που συµµετέχουν.  
Η συνάρτηση ελέγχου λοιπόν είναι της µορφής:  
 

2

x

x

-E
E
x x

x x x

q
q p

θ 
 
  

∑  
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 Αν η τιµή της συνάρτησης ελέγχου είναι µεγαλύτερη της αντίστοιχης τιµής του 
πίνακα της κατανοµής 2χ  για επιλεγµένο επίπεδο σηµαντικότητας a και βαθµούς ελευθερίας 
n τότε η 0H  απορρίπτεται. 
 Το παράδειγµα που ακολουθεί αναφέρεται σε δεδοµένα πληθυσµού (στήλη (2) και (3) 
του πίνακα 1) ηλικιών 35 έως 70 ετών αναλογιστικών πινάκων και στα αντίστοιχα µεγέθη του 
τυπικού πίνακα ΕLΤ 10 (της σειράς English Life, Tables Number 10, Males). 
 Σύµφωνα µε τους υπολογισµούς του Πίνακα 1, η τιµή της συνάρτησης ελέγχου είναι 
34,48. Η τιµή είναι µικρότερη από την αντίστοιχη τιµή του πίνακα της κατανοµής 2χ  για 
α=0.05 και 36 βαθµούς ελευθερίας, (ίση µε 50). Άρα βάσει των αποτελεσµάτων αυτού του 
ελέγχου, για α=0.05 ή 0H δεν απορρίπτεται. 
 
Πίνακας 1 Παράδειγµα ελέγχου 2χ   
 

E.L.T. 10 Males

x Ex θx qx Exqx Expxqx è E q E q px x x x x x− ⋅ ⋅ ⋅b g / (7)2

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)
35 1051 1 .00421 4.42 4.41 -1.63 2.66
36 940 6 .00447 4.20 4.18 0.88 0.77
37 1048 2 .00474 4.97 4.94 -1.33 1.78
38 716 3 .00502 3.59 3.57 -0.31 0.10
39 719 2 .00531 3.82 3.80 -0.93 0.87
40 1051 4 .00562 5.91 5.87 -0.79 0.62
41 1042 4 .00598 6.23 6.19 -0.90 0.80
42 1804 12 .00639 11.53 11.45 0.14 0.02
43 1468 7 .00687 10.09 10.02 -0.97 0.95
44 1576 16 .00741 11.68 11.59 1.27 1.61
45 1647 18 .00799 13.16 13.05 1.34 1.79
46 1861 16 .00861 16.02 15.89 -0.01 0.00
47 1669 13 .00925 15.44 15.30 -0.62 0.39
48 1624 14 .00990 16.08 15.92 -0.52 0.27
49 1157 11 .01057 12.23 12.10 -0.35 0.12
50 2193 19 .00128 24.74 24.46 -1.16 1.35
51 1803 20 .01206 21.74 21.48 -0.38 0.14
52 2402 31 .01295 31.11 30.70 -0.0.2 0.00
53 2120 27 .01393 29.53 29.12 -0.47 0.22
54 2406 38 .01499 36.07 35.52 0.32 0.11
55 1975 37 .01614 31.88 31.36 0.91 0.84
56 2564 38 .01744 44.72 43.94 -1.01 1.03
57 1798 36 .01890 33.98 33.34 0.35 0.12
58 2536 51 .02050 51.99 50.92 -0.14 0.02
59 2511 71 .02224 55.84 54.60 2.05 4.21
60 1858 32 .02415 44.87 43.79 -1.95 3.78
61 1835 54 .02630 48.26 46.99 0.84 0.70
62 1393 47 .02875 40.05 38.90 1.11 1.124
63 1462 40 .03150 46.05 44.60 -0.91 0.82
64 1245 34 .03455 43.01 41.53 -1.40 1.96
65 1064 46 .03791 40.34 38.81 0.91 0.83
66 1502 74 .04162 62.51 59.91 1.48 2.20
67 875 36 .04568 39.97 38.14 -0.64 0.41
68 927 38 .05014 46.48 44.15 -1.28 1.63
69 497 29 .05502 27.34 25.84 0.33 0.11
70 983 60 .06033 59.32 55.74 0.09 0.01

Total
-

- - - - - - 34.48
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Περιορισµός του ελέγχου 2χ  
  
Ακόµα και αν η 0H  δεν απορριφθεί µε τον έλεγχο 2χ  τα δεδοµένα χρειάζονται βαθύτερη 
διερεύνηση. Απαιτείται δηλαδή η διεξαγωγή συµπληρωµατικών ελέγχων για την διερεύνηση 

συστηµατικών αποκλίσεων µεταξύ των εµπειρικών 
o

xq  και εκείνων του τυπικού πίνακα, xq . 
Ο γενικός έλεγχος 2χ  αποτυγχάνει πολλές φορές να ανακαλύψει προβλήµατα όπως: 

(α) την ύπαρξη ενός αριθµού υψηλών αποκλίσεων για κάποια x που ισοβαθµίζονται 
από έναν αριθµό πολύ χαµηλών αποκλίσεων για άλλες ηλικίες. 

(β) υψηλές αθροιστικές αποκλίσεις που αφορούν µόνο ένα µέρος του διαστήµατος 
ηλικιών. 

(γ) υψηλό αριθµό θετικών ή αρνητικών αποκλίσεων για ένα µέρος του διαστήµατος 
ηλικιών ή για όλες. 

(δ) πολλές αρνητικές ή θετικές αποκλίσεις στη σειρά. 
  
Ασυνέπειες του τύπου (α) µπορούν να εντοπιστούν συγκρίνοντας την τιµή του  

2

x

x

-E
E
x x

x x

q
q p

θ 
 
  

 

 
για κάποιες συγκεκριµένες ηλικίες, x1 µε την τιµή του πίνακα της κατανοµής 2χ δια 
προκαθορισµένο επίπεδο σηµαντικότητας α και 1 βαθµό ελευθερίας. 
 Ασυνέπειες των τύπων (β), (γ) ή (δ) δείχνουν ότι η σειρά των κατά ηλικία 
πιθανοτήτων θανάτου που αφορούν τον πληθυσµό αναφοράς βρίσκεται σε σηµαντικά 
υψηλότερα ή χαµηλότερα επίπεδα από την αντίστοιχη σειρά των πιθανοτήτων θανάτου του 
τυπικού πίνακα, µε σοβαρές οικονοµικές συνέπειες για τον ασφαλιστικό φορέα. 
 Έτσι καταλήγουµε ότι ένας γενικός έλεγχος 2χ δεν αρκεί και ότι συµπληρωµατικοί 
έλεγχοι θα ήταν αναγκαίοι για τον έλεγχο των επί µέρους πιθανών προβληµάτων. 
 
 Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν οι εξής έλεγχοι: 
 

(i) Μεµονωµένων τυποποιηµένων αποκλίσεων 
(ii) Μεµονωµένων απόλυτων τυποποιηµένων αποκλίσεων 
(iii) Αθροιστικών αποκλίσεων για µέρη του Πίνακα 
(iv) Προσήµων 
(v) Οµάδων Προσήµων 
(vi) Αλλαγών Προσήµων 

 Οι έλεγχοι (i), (ii) και (iii) εξετάζουν αν οι τυποποιηµένες αποκλίσεις ακολουθούν 
κανονική κατανοµή, ενώ οι έλεγχοι (iv), (v) και (vi) εξετάζουν αν οι αποκλίσεις αυτές είναι 
τυχαία κατανεµηµένες ως προς την ηλικία. 
 Για το σύνολο των ελέγχων η υπόθεση Η0 είναι πάντοτε η ίδια δηλαδή ότι ο τυπικός 
πίνακας είναι κατάλληλος να χρησιµοποιηθεί σαν προσέγγιση της θνησιµότητας του 
πληθυσµού αναφοράς, ενώ σύµφωνα µε την εναλλακτική υπόθεση Η1 τα µεγέθη του τυπικού 
πίνακα εµφανίζουν στατιστικά σηµαντικές αποκλίσεις από τα αντίστοιχα του πληθυσµού 
αναφοράς. 
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(i) Έλεγχος Μεµονοµένων Τυποποιηµένων Αποκλίσεων 
 

Χρήση: ∆ιερεύνηση ύπαρξης σφαλµάτων τύπου (α). 
 
Αν η Η0 είναι αληθής τότε ο παρατηρούµενος αριθµός θανάτων στην ηλικία x, θx µπορεί να 
θεωρηθεί ότι ακολουθεί κατά προσέγγιση κανονική κατανοµή µε αναµενόµενη τιµή Ex qx και 
διακύµανση Exqxpx. Ακόµα αν θεωρήσουµε ότι οι θάνατοι στις διάφορες διαδοχικές ηλικίες 
επέρχονται ανεξάρτητα, τότε οι τυποποιηµένες αποκλίσεις  
 

x

x

-E
E
x x

x x

q
q p

θ  

 
µπορεί να θεωρηθούν ότι αποτελούν ανεξάρτητες παρατηρήσεις της τυποποιηµένης 
κανονικής κατανοµής. 
Κατά συνέπεια θα πρέπει (αν η Η0 είναι αληθής) όχι περισσότερο από 5% του συνόλου των 
τυποποιηµένων αποκλίσεων να ξεπερνούν κατ΄ απόλυτη τιµή την τιµή   
 

1 2
 (=1,96 για α=0,05)az

−
 

 
Σύµφωνα µε την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή τα ποσοστά των τυποποιηµένων 
αποκλίσεων που βρίσκονται χονδρικά εντός των ορίων ( , 3)−∞ − , (-3,-2), (-3,-1), (-1,0), (0,1), 
(1,2), (2,3) (3, )+∞ είναι 0%, 2%, 14%, 34%, 34%, 14%, 2% και 0% αντίστοιχα. 
 Έτσι οι αριθµοί των τυποποιηµένων αποκλίσεων που βρίσκονται εντός αυτών των 
ορίων πρέπει να συγκριθούν µε τους αντίστοιχους αναµενόµενους αριθµούς που θα 
υπολογιστούν µε βάση τον αριθµό παρατηρήσεων και τα προαναφερθέντα ποσοστά.  
 Η σύγκριση αυτή θα γίνει µε τον έλεγχο χ2 και συνάρτηση ελέγχου: 

2

1

( ( ))
( )

k
i i

i i

f E f
E f=

−∑  

 
όπου k ο αριθµός των διαστηµάτων. 
 Αν δεν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ των εµπειρικών και των 
αναµενόµενων συχνοτήτων αν δηλαδή η Η0 είναι αληθής τότε η συνάρτηση ελέγχου θα 
ακολουθεί κατανοµή χ2 µε       (k -1) βαθµούς ελευθερίας. 
 Στον πίνακα 2 (στήλη 1) δίνονται οι συχνότητες των τυποποιηµένων αποκλίσεων που 
βρίσκονται µέσα στα όρια των διαφόρων διαστηµάτων όπως αυτές προκύπτουν σύµφωνα µε 
τη στήλη (7) του Πίνακα 1.  Στη στήλη (2) του Πίνακα 2 εµφανίζονται οι αντίστοιχες 
αναµενόµενες συχνότητες.  
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Πίνακας 2 Παρατηρούµενος και αναµενόµενος συχνότητες τυποποιηµένων αποκλίσεων 
 

Όρια διαστηµάτων (1) 
 

(2) 
 

 0 36*0,00=0,00 
(-3,-2),                  0          7             36*0,02=0,72    5,76 
(-3,-1) 7 36*0,14=5,04 
(-1,0) 15  36*0,34=12,24 
(0,1) 9  36*0,34=12,24 
(1,2) 4 36*0,14=5,04 
(2,3)                  1          5            36*0,02=0,72     5,76 

 0 36*0,00=0,00 
 
 
 
 Λαµβάνοντας υπόψιν τον προορισµό του ελέγχου χ2 σύµφωνα µε τον οποίο η 
αναµενόµενη συχνότητα κάθε διαστήµατος πρέπει να είναι µεγαλύτερη του 5, οι πρώτες τρεις 
και οι τελευταίες τρεις τάξεις ενοποιούνται και έτσι έχουµε  
 

24
2

1

2 2 2 2

( ( ))
( )

(7 5,76) (15 12, 24) (9 12, 24) (5 5,76)    
5,76 12, 24 12, 24 5,76

    1,85

i i

i i

f E f
E f

χ
=

−
=

− − − −
= + + +

=

∑

 

  
Η τιµή 1.85 όµως είναι µικρότερη της αντίστοιχης τιµής του πίνακα της  κατανοµής χ2 για 
α=0.05 και (k-1)=3 βαθµούς ελευθερίας  2

0.05( 7.815)χ = . Έτσι η υπόθεση Η0 ότι δεν υπάρχει 
στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ εµπειρικών και αναµενόµενων αποκλίσεων δεν  
απορρίπτεται και κατά συνέπεια αποδεχόµαστε ότι ο τυπικός πίνακας  εκφράζει τα εµπειρικά 
δεδοµένα. 
 

(ii) Έλεγχος µεµονοµένων απολύτων τυποποιηµένων αποκλίσεων 
 

Χρήση: ∆ιερεύνηση σφαλµάτων τύπου (α). 
 
Αν η Η0 (όπως προηγούµενα έχει οριστεί) είναι αληθής τότε οι τυποποιηµένες αποκλίσεις  
 

x

x
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E
x x

x x

q
q p

θ  

 
µπορεί να θεωρηθούν ότι αποτελούν ανεξάρτητες παρατηρήσεις της τυποποιηµένης 
κανονικής κατανοµής. 
 Γνωρίζουµε ότι 
   

2P z< 0.50
3

 
= 

 
 

if ( )iE f
( , 3)−∞ −

(3, )+∞
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 Άρα οι µισές από τις τιµές των τυποποιηµένων αποκλίσεων θα πρέπει κατ’ απόλυτη 
τιµή να ξεπερνούν τα 2/3. 
 Αν έχουµε n ηλικίες και συµβολίζουµε µε Ν τον αριθµό των απόλυτων 
τυποποιηµένων αποκλίσεων των n αυτών ηλικιών που είναι µεγαλύτερες του 2/3 τότε: 

Αν η Η0 είναι αληθής το Ν µπορεί να θεωρηθεί διακριτή µεταβλητή που ακολουθεί 
διωνυµική κατανοµή µε παράµετρους n  και 1/2. 
  Άρα   

E(N)   και Var(N)=
2 4 2n
n n nσ= ⇒ =  

 
 Έτσι το Ν θα αποτελέσει τη συνάρτηση ελέγχου διωνυµικού µονοκατάληκτου 
ελέγχου (ή  απορρίπτεται αν η τιµή του Ν βρίσκεται στο 100% ανώτατο όριο της διωνυµικής  
κατανοµής µε παραµέτρους n και 1/2). (βλέπε Πίνακα 3). 
 Αν ο αριθµός των ηλικιών που θεωρούνται είναι επαρκώς µεγάλος (n>20), τότε η 

κατανοµή της Ν µπορεί να θεωρηθεί προσεγγιστικά κανονική µε παραµέτρους n/2 και
2
n . 

Έτσι η συνάρτηση ελέγχου µετατρέπεται σε: 
 

N 2N-2

2

n
nz

n n

−
= =  

 
η οποία αν η Η0 είναι αληθής, ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή. Έτσι η Η0 
απορρίπτεται αν η 1 αZ Z −> . Στο παράδειγµα του Πίνακα 1, οι 21 από τις 36 τυποποιηµένες 
αποκλίσεις της στήλης (7) είναι µεγαλύτερες του 2/3, έτσι η συνάρτηση ελέγχου είναι ίση µε:  
 

2.21 36 1.00 1.645
36
−

= <  

 
Άρα µε α=0.05 η Η0 δεν απορρίπτεται. 
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Πίνακας 3 
 

Το άνω 100 α% όριο της δυωνυµικής κατανοµής µε παραµέτρους n και 1/2. (Οι τιµές 
του πίνακα περιλαµβάνονται στην περιοχή απόρριψης). 
To κάτω 100α% όριο βρίσκεται αφαιρώντας των τιµή του Πίνακα από  
το αντίστοιχο n. 
 

n a=0,005 0,01 0,025 0,05 
5 - - - 5 
6 - - 6 6 
7 - 7 7 7 
8 8 8 8 7 
9 9 9 8 8 

10 10 10 9 9 
11 11 10 10 9 
12 11 11 10 10 
13 12 12 11 10 
14 13 12 12 11 
15 13 13 12 12 
16 14 14 13 12 
17 15 14 13 13 
18 15 15 14 13 
19 16 15 15 14 
20 17 16 15 15 

 
 

(iii) Έλεγχος αθροιστικών αποκλίσεων 
 
Χρήση: ∆ιερεύνηση ύπαρξης σφαλµάτων τύπου (β). 
 
Αν η Η0 είναι αληθής τότε ( ),   x x x x x xN E q E q pθ ∼  και κατά συνέπεια αν τα xθ  είναι 

ανεξάρτητα µεταξύ τους τότε: 
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Έτσι η Η0 απορρίπτεται αν η απόλυτη τιµή αυτής της συνάρτησης ξεπερνά το α/2 

ανώτατο όριο της τυποποιηµένης κατανοµής.  
 Ο έλεγχος αυτός µπορεί να εφαρµοστεί στο συνολικό διάστηµα ηλικίας που έχει 
αρχικά θεωρηθεί ή σε µέρη του. Βασική προϋπόθεση όµως είναι η επιλογή των διαστηµάτων 
ηλικιών να µην συνδέεται µε τις τιµές των αποκλίσεων (πχ. επιλογή διαστήµατος ηλικιών 
στις οποίες αντιστοιχούν αποκλίσεις µε ίδια πρόσηµα). Η επιλογή των διαστηµάτων πρέπει 
να γίνεται τυχαία. Ακόµα δεν πρέπει να εφαρµόζεται σε επικαλυπτόµενα διαστήµατα ηλικίας 
γιατί σε τέτοια περίπτωση το κοινό επίπεδο σηµαντικότητας παύει να είναι το 
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προκαθορισµένο α (το αναµενόµενο ποσοστό των ελέγχων οι οποίοι καταλήγουν σε 
απόρριψη της Η0 όταν η Η0 είναι αληθής παύει να είναι ίσο µε α). 
 Στο παράδειγµα του Πίνακα 1, εφαρµόζοντας τον έλεγχο αυτό  στο συνολικό 
διάστηµα ηλικίας (βλέπε Πίνακα 4) έχουµε: τιµή της συνάρτησης ελέγχου ίση µε: 
 

12.15 0.39
972.12

−
=  

 
Πίνακας 4 Αθροιστικές αποκλίσεις του παραδείγµατος του Πίνακα 1 
 
 

Ηλικία 
x 

Αθροιστικές 
Αποκλίσεις ∆ιακύµανση 

Ηλικία 
x 

Αθροιστικές 
Αποκλίσεις ∆ιακύµανση 

35 -3,42 4,41 53 -20,47 244,04 
36 -1,62 8,59 54 -18,54 279,56 
37 -4,59 13,53 55 -13,42 310,92 
38 -5,18 17,10 56 -20,14 354,86 
39 -7,00 20,90 57 -18,12 388,20 
40 -8,91 26,77 58 -19,11 439,12 
41 -11,14 32,96 59 -3,95 493,72 
42 -10,67 44,41 60 -16,82 537,51 
43 -13,76 54,43 61 -11,08 584,50 
44 -9,44 66,02 62 -4,13 623,40 
45 -4,60 79,07 63 -10,18 668,00 
46 -4,62 94,96 64 -19,19 709,53 
47 -7,06 110,26 65 -13,53 748,34 
48 -9,14 126,18 66 -2,04 808,25 
49 -10,37 138,28 67 -6,01 846,39 
50 -16,09 162,74 68 -14,49 890,54 
51 -17,83 184,22 69 -12,83 916,38 
52 -17,94 214,92 70 -12,15 972,12 

 
  

Έτσι για α=0.05 η Η0  δεν απορρίπτεται εφ’ όσον 0.39 1.96− <  .Ένας τρόπος 
αναλυτικότερης διερεύνησης µε τη χρήση αυτού του ελέγχου είναι  να χωρίσουµε τα στοιχεία 
σε τέσσερις ισοπληθείς οµάδες (οκτώ ηλικιών η κάθε µία) και να διεξάγουµε τον έλεγχο σε 
κάθε µία από αυτές ξεχωριστά. Οι συναρτήσεις ελέγχου  θα είναι: 
 
 

∆ιάστηµα [35, 43]:  13.76 1.86
54.34

−
=  

 
 

∆ιάστηµα [44,52]:  [ ]17.94 ( 13.76)
0.33

214.92 54.34 0.33
− − −

= −
− −

 

 

∆ιάστηµα [53, 61]:  [ ]11.8 ( 17.94)
0.36

584.50 214.92
− − −

=
−

 

∆ιάστηµα [62, 70]:  [ ]12.15 ( 11.08)
0.05

972.12 584.50
− − −

= −
−
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και στις τέσσερις περιπτώσεις για α=0.05 η Η0 δεν απορρίπτεται. 
 

(iv) Έλεγχος προσήµων 
 
Χρήση: ∆ιερεύνηση ύπαρξης σφαλµάτων τύπου (γ) 
 
 Αν η Η0 είναι αληθής τότε οι αποκλίσεις των θx από τις αναµενόµενες τιµές τους 
(Εxqx) είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. Αν  εµφανιστεί µεγάλος αριθµός θετικών ή 
αρνητικών προσήµων θα είναι ένδειξη συστηµατικής απόκλισης των παρατηρούµενων θx από 
τα αντίστοιχα µεγέθη του τυπικού πίνακα Εxqx. Άρα ο τυπικός πίνακας επιβίωσης θα 
υποεκτιµά ή θα υπερεκτιµά συστηµατικά την εµπειρική πραγµατικότητα. 
Αν έχουµε n ηλικίες, και συµβολίζουµε µε Ν τον αριθµό των προσήµων των αποκλίσεων (θx - 
Εxqx) µε την µεγαλύτερη συχνότητα τότε: 
 Αν Η0  είναι αληθής το N Bin  ( ,  1/2)n∼    
 Έτσι για προκαθορισµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, η Η0 απορρίπτεται αν η τιµή του 
Ν βρίσκεται στο άνω 5% όριο της δυωνυµικής κατανοµής. 
Αν το n είναι µεγάλο τότε: 
  

nN N ,
2 2

n 
  
 

∼  

 
και έτσι η συνάρτηση ελέγχου µετατρέπεται σε: 
 

N
2T

2

n

n

−
=  ή 2N-  n

n
 

η οποία αν  Η0 είναι αληθής, ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή.  
Έτσι η Η0 απορρίπτεται αν 1-aT> Z  
Στο παράδειγµα του πίνακα 1 έχουµε: Ν=22, n=36 
 

2.22-36T= 1.33 1.645
36

= <  

 
Έτσι για α=0.05 η Η0 δεν απορρίπτεται. 
 

(v) STEVEN’S test για οµάδες προσήµων 
 
Χρήση: ∆ιερεύνηση ύπαρξης σφαλµάτων τύπου (δ). 
 
 Αν Η0 αληθής, τα πρόσηµα των αποκλίσεων είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους και το ίδιο 
πιθανό να είναι θετικά ή αρνητικά. 
 Ακόµη και αν ο αριθµός θετικών και αριθµός αρνητικών προσήµων είναι αποδεκτός 
(βάσει του ελέγχου προσήµων) µπορεί εν τούτοις ο αριθµός των οµάδων θετικών προσήµων 
(και κατά συνέπεια και ο αριθµός οµάδων αρνητικών προσήµων) να είναι σηµαντικά µικρός 
(αντίστοιχα σηµαντικά µεγάλος ή αντίστροφα). 
 Έστω 1n  θετικά πρόσηµα. 
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Για να χωριστούν αυτά σε t οµάδες θα πρέπει να θέσουµε όρια µεταξύ των προσήµων σε (t-1) 
από τις ( 1n -1) πιθανές θέσεις. 
 Για παράδειγµα αν έχουµε πέντε θετικά πρόσηµα ( 1n =5) και θέλουµε να τα 
χωρίσουµε σε τρεις οµάδες (t=3) τότε θα πρέπει να θέσουµε όρια σε (t-1)=2 από τις ( 1n -1)=4 
πιθανές θέσεις 
 

         
+ + + + + +

↑ ↑ ↑ ↑ ↑
 

 
Ο αριθµός πιθανών τρόπων για να γίνει αυτό θα είναι: 
 

1 1
 1

n
t

− 
 − 

 

 
 Αν τώρα 2n  ο αριθµός των αρνητικών προσήµων τότε θα έχουµε 2n +1 θέσεις να 
τοποθετήσουµε τις t οµάδες θετικών προσήµων και ο αριθµός των πιθανών µεταθέσεων θα 
είναι: 

2 1
    

n
t
− 

 
 

 

     
 Για παράδειγµα αν 2n =5 τότε τις τρεις οµάδες θετικών προσήµων (t=3) µπορούµε να 
τις τοποθετήσουµε σε 2n +1=6 πιθανές θέσεις, δια- γραµµατικά:  
 

2

2

        n 5
            n 1 6 θεσεις 
− − − − − =

↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ + =
 

 
Τέλος ο συνολικός αριθµός µεταθέσεων 1n  θετικών και 2n  αρνητικών είναι  
  

1 2

1    
n n

n
+ 

 
 

 

 
Έτσι η πιθανότητα p να έχουµε t οµάδες θετικών προσήµων αν έχουµε 1n  θετικά και 2n  
αρνητικά πρόσηµα θα είναι: 
 

211 2

2

1 2 1 2

1 1

 111 1
  

1  1  1     

        

nnn n
n ttt t

p
n n n n

n n

+−− +      
      + −−−       = =

+ +   
   
   

 

 
 Αν έχουµε g οµάδες θετικών προσήµων, η πιθανότητα να έχουµε το ανώτατο g 
οµάδες θετικών προσήµων (g ή λιγότερες) υπολογίζεται από το άθροισµα των p για όλα τα 

( )  1t g t≤ ≥ . Αν αυτή η συνολική πιθανότητα είναι (α=5) τότε η Η0 απορρίπτεται. 
Μπορεί να αποδειχθεί ότι: 
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1 1

1 2
2

1 2
3

1 2

( 1)E( )

( )Var( )
( )

n ng
n n

n ng
n n

+
=

+

=
+

 

 

Έτσι αν H0 αληθής τότε : E( )
Var( )

g gG
g

−
=  

 
Η H0 δεν γίνεται αποδεκτή αν η τιµή της G βρίσκεται στο 5% κατώτατο όριο της κανονικής 
κατανοµής ήτοι G<-1.645 (µονοκατάληκτος έλεγχος) 
 
Σηµείωση: Απορρίπτουµε την Η0 αν το g είναι σηµαντικά µικρότερο του Ε(g) δηλαδή αν το 
G παίρνει αρνητική τιµή και είναι µικρότερη κάποιου αρνητικού όριου (για α=0.05 το όριο 
είναι -1.645). 
 
Στα δεδοµένα του Πίνακα 1 έχουµε 9 οµάδες θετικών προσήµων, g=9. 
Ακόµα Ε(g)=8.94 Var(g)=2.03      
Άρα  

E( ) 0
Var( )

g gG
g

−
= >  

αφού g>E(g) 
 
Άρα η H0 δεν απορρίπτεται. 
 
(vi) ∆ιωνυµικό test για τις αλλαγές προσήµων 
 
Χρήση: ∆ιερεύνηση ύπαρξης σφαλµάτων τύπου (δ) 
 Αν Η0 είναι αληθής τότε τα πρόσηµα δύο διαδοχικών αποκλίσεων είναι το ίδιο πιθανό 
να είναι ίδια ή αντίθετα (τυχαιότητα) 
 Έστω Ν o αριθµός αλλαγών προσήµων µίας σειράς n προσήµων. 
 Έτσι η Η0 απορρίπτεται αν το Ν βρίσκεται στο κατώτατο α100% κάτω όριο της 
τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 
 Στο παράδειγµα του Πίνακα 1  
Ν=17, n=36 και   
 

2.17 36 1S 0.17 16.45
31 1
− +

= = − > −
−

 

 
άρα η H0 δεν απορρίπτεται. 
 Εφ΄ όσον η H0 δεν απορριφτεί από το σύνολο αυτών των ελέγχων µπορούµε να 
θεωρήσουµε ότι ο τυπικός πίνακας επιβίωσης εκφράζει την πραγµατικότητα όπως αυτή 
προσδιορίζεται  από τα εµπειρικά στοιχεία. Αν ο πρώτος γενικός έλεγχος καταλήξει σε 
απόρριψη της H0 τότε είναι άσκοπο να συνεχίσουµε µε τους υπόλοιπους ελέγχους. Απόρριψη 
της H0 στο γενικό έλεγχο είναι ένδειξη ότι ο τυπικός πίνακας είναι ακατάλληλος και θα 
πρέπει να προχωρήσουµε σε επιλογή ενός άλλου πίνακα.  


